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Prélogo

Estas notas engloban una version de lo que fue la cdtedra de topologia impartida por el Doctor Roberto
Véazquez Garcia durante més de 40 anos a estudiantes de la licenciatura en matemaéticas de la Facultad de
Ciencias de la U.N.A.M.

Su compilacién obedece, entre otras razones, al deseo de que la perspectiva tan singular desde la que Don
Roberto miraba lo topolégico no quede en el olvido ni resulte inadvertida por las nuevas generaciones de
matematicos.

Si ya el solo punto de vista de un sujeto arbitrario sobre una realidad arbitraria resulta valioso por el
cardcter de insustituible que posee?, tanto mas valioso es cuando el sujeto realiza un esfuerzo de agudeza y
consigue afocar con claridad zonas nebulosas de su campo visual. Un esfuerzo asi fue el de Roberto Vazquez
Garcia.

Tal vez no sea necesario recordarlo, pero Roberto Vizquez y su discipula Graciela Salicrup asistieron
como parteros (valganme la expresién) a la matemética en el nacimiento de una de sus hijas més jévenes: la
topologia categorica.

Seria muy presuntuoso y hasta falso atribuirle a México el nacimiento de esta rama de las matematicas,
pues es bien sabido que las ideas que dieron lugar a su gestacién también fueron captadas por matematicos
de otros lugares del mundo y eran susceptibles de ser advertidas por cualquiera que se hallase a la altura
en que oscilaban. Pero la buena ventura quiso que dos matematicos mexicanos, Graciela Salicrup y Roberto
Viézquez, se hallasen a esa altura en el momento adecuado y este agraciado hecho nos permite decir, sin
falsedad ni presuncién, que la topologia categoérica también nacié en México.

Con su talento y dedicacién nuestros maestros supieron contribuir notablemente al desarrollo de esta
disciplina alcanzando resultados de gran belleza y originalidad. Sin embargo, la muerte de ambos ha in-
terrumpido completamente su cultivo en nuestro pais. Es pues la topologia categérica una rama de las
matemadticas también nacida en México pero que en México ya no se cultiva. Grande lastima; en ello se va la
oportunidad de que en México exista una escuela de mateméaticos encaminada por los propios pioneros sobre
la ruta de investigaciéon que ellos mismos trazaron y nutrida con la experiencia de ellos. Momento critico; la
ocasién se nos esta yendo, pero quiza atin sea tiempo de evitar su completa fuga.

Mientras trabajaron juntos, Roberto Vazquez y Graciela Salicrup configuraron un plan docente en el que
Graciela preparaba estudiantes de licenciatura para los cursos que Roberto impartia en el posgrado; en ese
plan, la introduccién a la topologia ideada por ellos incorporaba elementos categéricos en las construcciones
tedricas elementales de la topologia, permitiendo extensas generalizaciones que eran un primer encuentro con
conceptos propios de la topologia categérica. Era pues, ademés de una introduccién a la topologia, también
una introduccién a la topologia categdrica, y de una claridad tal... jAh caray!, ;he dicho era? {He dicho mall!

En efecto, para fortuna nuestra existe memoria de ese plan, y la gana de evocarlo consiente decir que el
plan sigue vigente, consiente decir que el plan es.

Casi tres anos ha que ya circula una edicién de las notas que Graciela Salicrup habia ido perfeccionando a
lo largo de sus cursos y que bajo el titulo de Intoduccion a la Topologia aparece como el nimero I de la serie
textos de las Aportaciones Matemdticas (publicacién de la Sociedad Matemdtica Mexicana). Se aplaude el
esfuerzo de quienes han hecho posible la aparicién del libro que, como sugiere Javier Rosenblueth (coeditor
del mismo junto con Carlos Prieto), permite continuar a Graciela con su labor docente.

A raiz del tragico accidente que cegé su vida, el Dr. Vazquez prosiguié con esta labor solo, y por espacio de
méas de 10 anos se ocup6 de los cursos de licenciatura que antes dictaba ella, enriqueciéndolos con capitulos
extraidos de articulos de investigaciéon que escribieron conjuntamente.

2Hay unas ventanas a cuyo través el paisaje que se contempla ofrece una composicién tinica. Lector: son tus ojos.
Solamente tu puedes describirnos lo que desde ellos se ve.
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La memoria que poseo de esta labor abarca un lustro de ese espacio. Hoy se ofrece al publico interesado la
primera de tres partes en que se ha dividido el trabajo. El lector hallarad limpieza en él, pero no debe esperar
el aseo y la pulcritud que son menester cuando se trata de un libro. No se olvide: son notas tomadas en clase,
literalmente transcritas del pizarrén al cuaderno. Si se hayan bastante limpias ello se debe al cuidado de
su autor; Don Roberto siempre supo exponer ordenada y claramente sus ideas, y ain de los mas abstrusos
sistemas estructurados de pensamiento nos revelaba una sencillez que no parecian tener.

A diferencia de la compilacién de notas citada, de la Dra. Salicrup, éstas guardan mucho del estilo peculiar
de su autor tratando de que el rescate de la obra también sea el rescate de su persona, tarea dificil de llevar
a cabo; la matematica es mostrenca, no se presta para ello.

A lo largo de cada curso, en una u otra clase, el Doctor solia insertar ejercicios que de diez en diez
constituian cuestionarios de cada examen parcial. Se ha respetado la aparicién de estos ejercicios tal como
fue ocurriendo en cada curso, por lo que no se espere una lista ordenada de ellos al final de cada capitulo,
(ino hay capitulos!).

Las notas conservan las fechas en que fueron dictadas; a veces se dispara mucho una fecha de la que le
sigue y a veces también se explica en la nota correspondiente qué motivé entonces la suspensioén del trabajo.
Explicaciones como éstas, asi como toda otra intervencion ajena a la mano del autor, aparecen intercaladas
en el texto con letras cursivas o como notas a pie de pagina.

En lo referente a notacién hay que advertir lo siguiente:

1. Se ha empleado el simbolo C para denotar contencién (a secas), mientras que para la contencién propia
se emplea C.

2. Para un conjunto X arbitrario, el simbolo Pot (X) denota a su conjunto potencia.

3. El simbolo V¥ denota contradiccion.

e}

4. P.D. abrevia por demostrar; p.a. para algin (o alguna); ssi, si y sdlo si. Las palabras demostracion,
observacidon o definicidn se abrevian (Dem. Obs. Def.) cuando son de poca monta o cuando se dan entre un
decir y otro.

5. Los teoremas o definiciones que se consideran importantes se subrayan.

6. La ezistencia 1nica se ha denotado alguna vez como 3!

7. El simbolo .5. dice tal que.

8. En lugar del cuadradito ya tradicional se utiliza la arroba (como indice)® para sefialar que una de-
mostracién ha concluido.q

La mayor parte de las afirmaciones enunciadas en las notas van acompanadas de una demostracién detal-
lada que las justifica. Esto puede fatigar a lectores que ya conocen la materia; se solicita su paciencia. Las
notas fueron dictadas para quienes se acercaban por vez primera a la topologia y su edicién esta dirigida a
un publico similar. Y es que ademés se busca facilitar el acceso de las nuevas generaciones a una obra cuyo
resurgimiento en México favoreceria al fortalecimiento de nuestra tradicién matemética. Como ya dijimos,
la publicacién de estas (y las otras) notas devuelve vigencia al plan docente del que ellas forman parte y que
ya sélo espera estudiantes para entrar en vigor, por lo que cabe decir, parafraseando a un poeta, que ojala
seas tu el estudiante que estas notas esperan.

México, D. F., a finales de otofio de 1995.

395 1bs.
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Breve Semblanza

Se dice que nacemos y ya esperamos la muerte. Sin embargo, ella, la esperada, casi siempre nos sorprende.
El 26 de noviembre de 1994 Roberto Vazquez habria cumplido 79 anos de edad; desde el 3 de junio de ese
ano su aniversario se postergé indefinidamente.

También se dice que somos el producto de nuestro trabajo; pues bien, a partir de ese 3 de junio Vazquez
se transformé en la sintesis repentina de su obra, una obra en la que él no dejé de trabajar hasta su muerte®.

Roberto Vazquez Garcia nacié en la Ciudad de México el 26 de noviembre de 1915. Realizé sus “estudios”®
bésicos en las escuelas Galacion Gomez, El Pensador Mezicano y en la Secundaria n2 4 entre 1924 y 1931,
y en la Escuela Nacional Preparatoria de 1932 a 1934. En 1935 inici6 sus estudios de mateméticas en el
Departamento de Matemdticas de la U.N.A.M., hoy Facultad de Ciencias, hasta obtener el grado de Maestro
en Ciencias en 1941. Ese ano, becado por la Fundacién Rockefeller, ingresé como estudiante a la Universidad
de Princeton, en la que estuvo hasta 1943. En 1946 escribe Introduccion al Cdlculo Diferencial e Integral, libro
del que fue coautor con quién 22 afios después (durante el dificil afo del 68) tendria a su cargo la rectoria
de la Universidad, el Ing. Javier Barros Sierra. Cabe mencionar acerca del libro que desde sus primeras
ediciones se convirtié en el texto por excelencia no sélo para la asignatura correspondiente en la Nacional
Preparatoria sino también para los primeros cursos que de esta materia se impartian en facultades como
Ingenieria, Ciencias Quimicas y Ciencias. Muchos anos ha que la U.N.A.M. dejé de editarlo; una listima. En
1947 el maestro Vazquez obtuvo el grado de Doctor en Ciencias en la Facultad de Ciencias de la U.N.A.M.
con la tesis ”Funciones Definitivamente Positivas en Espacios Parcialmente Ordenados”.

Un aspecto curioso de su formaciéon académica es que el campo en el que se especializaba al hacer sus
estudios de posgrado era el anélisis y no (como se podria suponer) la topologia. Justo cuando terminaba su
doctorado asistié a una conferencia cuyo impacto lo desvié radicalmente de la ruta que hasta entonces seguia;
en ella se anunciaba la aparicién de una disciplina nueva en mateméticas: la teorfa de categorias. A partir
de entonces jamas volvié a dedicarse al andlisis, siendo que ya impartia esta asignatura en la Facultad de
Ciencias y hasta investigaba sobre este campo como dan testimonio seis articulos que escribié en colaboracion
con otros autores®.

Un primer giro lo llevé a la teoria de conjuntos donde encontré ”Una relacion entre el niimero cardinal de
un conjunto y su cardcter de ser grupo”. Por este tiempo debié haber empezado sus estudios de topologia
algebraica porque ya para 1951 presenta ”Tres notas sobre los grupos de cohomologia” en el Congreso
Cientifico Mexicano de ese ano. Durante la década que entonces comenzaba, el Dr. Vazquez hizo importantes
contribuciones a la topologia algebraica. Trabajé con los cuadrasos de Steenrod en la sucesién espectral de

“No hablo en sentido figurado. Existen unos manuscritos... Seis articulos de investigacién, para ser exactos, que el
Doctor escribié durante meses de convalecencia en su casa. Aunque todos parecen completos, la caligrafia en dos de
ellos (seguramente los 1ltimos) hace notoria la falta de firmeza en el pulso de su autor, y revela que éste se hallaba
activo en las postrimerias de su vida.

®Entrecomillo la palabra ahorita que me acuerdo que él mismo llegé a decir que recordaba todo aquel periodo
escolar de su vida como una fabulosa pérdida de tiempo, cuando coincidié con la opinién que algunos de sus alumnos
le externamos en el sentido de creer que los proyectos estatales de educacién son una descarada farsa, y de dimensiones
tan colosales que para entonces (y atin hoy) la Facultad de Ciencias y la Universidad toda eran un puro y constitucional
abuso por ser una falsedad.

6Como ejemplos de este haber estan: "El nimero cardinal de los continuos lineales homogéneos” (Boletin de la
Sociedad Matemdatica Mexicana, vol. IT n? 4) que escribié con Francisco Zubieta en 1945; los ”Teoremas sobre los
circulos geodésicos y la curvatura gaussiana” (Op. cit. vol. IIT n2 3) que escribié en 1946 con Javier Barros Sierra; y
el "Teorema relacionado con una conjetura de G.D.Birkhoff” (Op. cit., vol III n? 4), de 1946, en colaboracién con
Alberto Barajas.

"Op. cit. vol. V, 1948, en colaboracién con F.Valle.
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un espacio fibrado®, con la cohomologia de espacios fibrados esféricamente y sobre clases caracteristicas
generalizadas®. En 1953 es distinguido con el cargo de Profesor Visitante en la Universidad de Princeton
donde permanece hasta 1954. En el ultimo invierno de esa década Roberto Vazquez viajé a Francia como
Investigador de Intercambio con aquel pais; alld estuvo, hasta febrero del siguiente afio, asistiendo al seminario
de Henri Cartan (destacado miembro del grupo Bourbaki) en el Instituto Henri Poincaré.

En 1961 el Dr. Vazquez escribe un articulo ”Sobre el anillo de cohomologia modulo 2 de un espacio fibrado
esféricamente”; iniciando asi un ligero viraje del rumbo que hasta entonces llevaba en topologia algebraica y
que lo llevard a explorar otra drea de las mateméticas afin a ésta (de hecho surge de la topologia algebraica)
pero que se desentiende del aspecto topoldgico: es el dlgebra homoldgica. A esta drea estd netamente adscrita
su ponencia sobre productos directos de médulos planos que presenta en el Congreso Nacional de Mateméticas
celebrado en Jalapa en 1962, asf como sus trabajos sobre médulos proyectivos que da a los anales del Instituto
ese afo y el siguiente.'®

Su experiencia docente fue adquiriéndola desde 1937, ano en que ocupa plazas de profesor en la Escuela
Nacional Preparatoria y en la Escuela Nacional de Ingenieria (hoy Facultad de Ingenieria), mismas que
desempené durante 9 y 10 afios, respectivamente. Fue profesor de la Facultad de Ciencias desde 1941 hasta
el tercer ano de esta década; en ella imparti6é (primero) las asignaturas de Teoria de Funciones de Variable
Real, Andlisis Matemdtico I y II, (y después) Introduccion a la Topologia, Topologia Algebraica y Seminarios
de Topologia Categorica.

Debi6 ser por ahi de 1966 que Graciela Salicrup comenzé a asistir a los cursos de topologia del Dr. Vazquez.
Por entonces él desviaba de nuevo el rumbo en su linea de investigacién con otro giro leve que esta vez lo hacia
pasar del dlgebra homolégica a la teorfa de categorias, como atestigua su articulo de 1967'. En 1969 Graciela
se titula bajo su direccién y para 1970 ya escriben un articulo conjuntamente: ”Fibraciones y correflexiones”,
tema en el que mantienen puesta su atencién y sobre el cual escriben un segundo articulo el afio siguiente.
Fue al cabo de este trabajo que empezaron a establecer una profunda relacién entre la teoria de categorias
y la topologia, contribuyendo decisivamente en el nacimiento de la topologia categérica.

En 1972 dan a conocer a la comunidad matemdtica nacional e internacional el concepto de categoria de
coneridn en un articulo que asi titulan, Categorias de Conexion'2. Por su sola belleza este trabajo puede
considerarse la obra maestra de ambos autores. A partir de esa fecha la conexidad (y su ”contraparte”, la
coconexidad) se convertird en tema recurrente a lo largo de sus vidas. Cabe afiadir que por entonces Don
Roberto tenia a su cargo la direccién del Instituto de Matematicas (venia dirigiéndolo desde 1966); puede
decirse, por lo tanto, que en esa fecha Roberto Vizquez alcanzaba una cima en su carrera académica. Un
articulo por ano serd el promedio de lo que escriba con su discipula y colega durante esa década.

En 1978 Graciela obtiene el doctorado con la tesis ”Epirreflexividad y Conexidad en Categorias Concretas
Topoldgicas” dirigida por él. Ese afio un connotado teérico de la topologia categdrica, Horst Herrlich, visita
México e inicia con ellos una investigacion acerca de estructuras de factorizacién de fuentes de morfismos en
categorias que, a decir del propio Herrlich, por entonces <emergia lentamente como una de las herramientas
categoricas mas utiles>>. Antes de regresar a su pais, Herrlich les extiende una invitacién para asistir a la

80p. cit. vol. II n2 1, 1957.

“Revista de la Unién Matemdtica Argentina, vol. XIX.

0También habria que mencionar como inscritos en este campo sus trabajos sobre ”Gauvillas con valores en cate-
gorias” (An. Inst. Mat., vol. 3, 1963) y el articulo sobre ”Funtores hemiezactos” (Op. cit., vol. 4, 1964) escrito en
colaboracién con Humberto Cardenas.

YrLa categoria de los triples en una categoria” Op. cit., vol. 5

12E] Dr. Vazquez incorporé un extenso fragmento de este articulo a su catedra. Las notas fechadas entre el 9 de
noviembre de 1987 y el 18 de enero de 1988 son las que le corresponden en esta compilacion.

Don Roberto jamas nos mencioné la existencia del articulo y mucho menos nos dijo que el concepto se debia a él
o a la Dra. Salicrup; nos expuso el tépico como nos exponia cualquier otro. A mi me gusté el tema y lo preparé para
dar una platica en un taller de topologia que se organizé durante el encuentro de la A.M.S. y la S.M.M. celebrado
en Mérida en 1993. En visperas de la celebracién le expuse el tema a Javier Pdez que muy amable se presté a
escucharme de tarde en tarde. Pronto nos surgieron dudas de fondo que mis notas no ayudaban a resolver; sobre
todo nos preguntdbamos qué ideas se tenfan en mente al momento de manipular tan ingeniosamente como se hacia
al espacio de Sierpinski y si ideas de ese estilo (conjeturdbamos cudles eran) sugerian poner los ojos en los espacios
Tp... Puedo hacer esto més largo (lo es), pero para no hacerlo les diré, en fin, que éstas y otras razones que ya no
cuento me llevaron a enterarme por casualidad que a Roberto Vazquez y Graciela Salicrup es a quienes debemos este
estudio tan fino y sutil de lo conexo.
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Conferencia Internacional sobre Topologia Categérica a celebrarse en Berlin ese mismo afio. En esa confer-
encia participan con la ponencia ”Connection and Disconnection” en la que muchos de sus hallazgos previos
los hacen extensivos a una clase més vasta de categorias (no necesariamente topolégicas) caracterizando la
conexidad en ellas mediante procedimientos ideados por ellos, <ilustrando asi la relacién entre conexidad
y correflexividad>>!3. Al afio siguiente son coautores con Herrlich en dos articulos que seran los 1ltimos
que escriban juntos: ”Dispersed factoritation estructures”'* y ”Light factoritation structures”'®; el primero,
junto con dos trabajos de otros matemaéticos, cierra la investigacién acerca de estructuras de factorizacién de
fuentes, en tanto que el segundo analiza estructuras de factorizacion més sutiles relacionadas con problemas
de conexidad. Ambos trabajos insuflan a sus autores inercia suficiente para proseguir sus investigaciones.

En 1980 Graciela publica un articulo sobre Subcategorias normales de conexiéon'®, mientras que el articulo
de Roberto de ese aiio versa sobre Homotopia y forma en categorias topolégicas'”. En 1981 Vazquez retoma
el tema de la conexidad y escribe Un enfoque correcto de la teoria de la conexidad'®, asunto al que vuelve
en 1982 cuando trata la Conezidad en diversas subcategorias de categorias topoldgicas'® y en 1983 con el
articulo Sobre la esencialidad del concepto de conezidad®°.

En 1984 el Consejo Interno del Instituto de Matematicas acordé (por unanimidad) presentar la candidatura
de los profesores Dr. Roberto Vazquez Garcia y Dr. Guillermo Torres Diaz a Investigadores Eméritos < en
atencién a sus méritos relevantes y a los valiosos servicios que han prestado a la Universidad durante los
largos afios de dedicacién a la misma.>> La ceremonia correspondiente a tales designaciones no se celebré
sino hasta mediados de 1985, cuando el Doctor ya dictaba las primeras notas de este trabajo.

La ultima vez que se le rindi6 homenaje fue el 25 de febrero de 1994 en una reunién de la Sociedad
Matemaética Mexicana. Muchos asistimos con la esperanza de verlo, pero lo delicado de su salud le impidié ir
y en su lugar asisti6 su hija Isabel. Se hizo un brindis en su honor, se interpret6 musica (hubo una flauta, y una
guitarra también hubo), una linda sefiorita canté canciones antiguas en francés, se pronunciaron discursos...
Jamas volvimos a verlo.

Al dia siguiente a su fallecimiento en varios muros del Instituto aparecié anénimamente una elegia que
recogi entonces y que transcribo a continuacion.

132 Qraciela Salicrup -her mathematical work”; Horst Herrlich, Aportaciones Matematicas, Notas de Investigacién
N2 2], Sociedad Mateméatica Mexicana, 1988.

“Canadian Journal of Mathematics, vol. XXXI, n2 5.

15 Quaestiones Mathematicae, vol. 3 (Universidad de Sudafrica).

16 An. Inst. Mat. vol. 20.

"Memorias del Seminario Especial de Topologia, vol. I

'8 An. Inst. Mat. vol 21 n® 2.

90p. cit. vol. 22.

200p. cit. vol. 23.
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Adids

&K Dicen que es un gran segador
que se llama Muerte.>>

Si hay mar all4,
séate un tiempo favorable;
séante noches tranquilas

las del estio porvenir de ultramar.

Si sélo es el declive natural del vivir,

hayale sido, Doctor,

serena vuestra ida.

Héyale sido oportuno

el momento en que sombra y luz se fundieron
cuando la hélice dialéctica

(jy qué friamente!)

os impuso medir

de su feroz vuelta la torsion.

Ya asi o de otro modo,

bogaré el mar de mi memoria;
navegara recuerdos.

Un viento de mis suefios
hinchard el pecho de su vela

que en lontananza no se perdera,
pues ya derramaba para siempre

su luz propia de estrella.

Viva fe de ese lucero queda en la obra.
Usted supo, Roberto Vazquez Garcia, que
por haber cultivado el Vergel Sublime

hoy crece hacia lo alto aquella flor rara.
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Conceptos Basicos

En topologia se llaman conceptos bdsicos aquellos cuyas propiedades pueden condensarse en un sistema de
aziomas a partir del cual es posible iniciar el estudio de la topologia. El concepto mismo de topologia es, desde
luego, un concepto bdsico de ésta, pero no es el unico; puede demostrarse (y lo haremos en su momento)
que a este concepto se puede llegar partiendo de otros como son la idea de frontera o la de interior de un
conjunto. Cualquiera conduce a donde conducen los demds; son todos hoyos de acceso que nos permiten la
fuga al raro orbe de lo topoldgico.

1.1 Conjuntos Abiertos

Definiciones. Por espacio euclidiano de dimensiéon n entenderemos al espacio vectorial real de n di-
mensiones provisto de la métrica usual. Denotaremos a este espacio por E* o como pareja: (R™, p), donde
R™ denota al espacio vectorial real de n dimensiones y p a la métrica usual en R", o sea, p es la funcién

p:R*xR*" — R
definida para cualesquiera vectores
T = (1'1,1'2, "'7xn)7 Y= (ylay27 7yn) e R"

mediante

p(z,y) =

Para x € R" y cualquier nimero € > 0 definimos el disco abierto n-dimensional de centro en x y
radio € como el conjunto

D (z)={y €R" : p(z,y) <e}

Diremos que un subconjunto A de R™ es abierto en E™ si para todo punto de A es valida la implicacién
siguiente:
r€A=3>05D.(x)CA

Si denotamos con 7 a la familia de conjuntos abiertos de E™, observamos que se satisfacen las condiciones
siguientes:

(i) R*,0er

i) (A4;), CT7=>U A, €T

(i) (4), S 7= U 4,

(’Ll’L) Al,AQ ET=>A NAsET

Al hacer extensivas estas propiedades a cualquier conjunto X reciben el nombre de axiomas de los
conjuntos abiertos porque a través de ellas es que se define el concepto de topologia.

Definicién. Sea X un conjunto arbitrario. Una topologia para X es una familia 7 de subconjuntos de
X que satisfaga las condiciones siguientes:

(1) X,0er

(i7) Si J es cualquier conjunto de indices y A; € 7, Vj € J, entonces _UJ Ajer
JjE

(191) Si Ay, Ay € 7, entonces Aj N Ay €7
Si 7 es una topologia para X, entonces llamaremos abiertos en X a los miembros de 7 y hablaremos de
la pareja (X, 7) como de un espacio topolégico del que X serd el conjunto subyacente.
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Ejemplos de abiertos: i) Si Pot(X) denota a la familia de todos los subconjuntos de X, entonces 7 =
Pot (X) es una topologia para X conocida con el nombre de topologia discreta.

ii) Si 7 = {X, 0}, entonces 7 es una topologia para X conocida como topologia indiscreta.

iii) La llamada topologia usual de R™ es la familia

T={ACR": A es abierto en E"}

iv) Siendo X cualquier conjunto y A cualquier subconjunto de X, 7 = {X, A4, #} es una topologia para X.
v) Si X = {z1, 22}, entonces sus topologias con tres elementos son

T1:{X,{l'1},@} y T2:{X7{'T2}’@}

1.2 Conjuntos Cerrados

Como iremos advirtiendo a lo largo del curso, entre muchos pares de conceptos de la topologia suele darse
una relacion de aparente oposicion que no es propiamente tal pues en cada par de conceptos tanto de uno
de ellos como del otro pueden extraerse propiedades que den lugar al desarrollo completo de la teoria sin
que por ello pueda decirse tampoco que coincidan. El primer ejemplo de tal relacion nos lo ofrece, aparejado
al concepto de conjunto abierto, el concepto de conjunto cerrado; ambos conceptos no son opuestos ni son
tguales: son duales.

Definicidn. Sea (X, 7) un espacio topoldgico cualquiera. Se dice que un subconjunto C' de X es cerrado
en X si su complemento en X es abierto, es decir, si X — C € 7.

TEOREMA. Si & es la familia de subconjuntos cerrados de (X, 7), entonces:

(i) X,0eS

(ii) Si (Cj),; C S, entonces jQJ C; e

(iii) Si C4,Cs € S, entonces Cy UCy € &

Reciprocamente, si & es una familia de subconjuntos de X que satisface las condiciones anteriores, entonces
la familia 7 de complementos de los miembros de $ constituye una topologia para X y los cerrados de (X, 1)
coinciden con los elementos de S.

Demostracion. (i) X € S porque X — X = ) € 7; andlogamente, ) € S porque X — ) = X € 1.

(ii) Supongamos que(C}); C 3; entonces X — C; € 7, Vj € J. Luego, por el segundo axioma que define a
una topologia, tenemos:

ng (X-Cj)er
y como, segtn las leyes D’Morgan,
U (X-0)=X- 00
entonces resulta que .QJ C; eS.
J

(iii) Sean C1,C> € S; entonces (X — C4), (X — C2) € 7, de modo que, por el tercer axioma para conjuntos

abiertos, tenemos:
(X-C)Nn(X-Cy) er

Por las leyes D’Morgan sabemos que
(X-C)N(X -C)=X —(C1UCy)

de donde resulta que Cy UCsy € &

Ahora supongamos que § = {C,, : @ € K} es una familia de subconjuntos de X que satisface las condiciones
(1),(ii),(iii) anteriores. Sea 7 = {X — Cy : @ € K'}; veremos que 7 satisface los axiomas que definen una
topologia.

(i) X,0 € T porque §, X € &

(14) Si J es cualquier subconjunto de K, entonces

U (X-Cy)=X-—nNn CherT
acJ acJ
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porque, de acuerdo con (ii), mJ C, € S. Esto significa que 7 es cerrada bajo uniones arbitrarias, como exige
ag

el segundo axioma de los abiertos.
(#41) Por ultimo, como,segun (iii), la unién de cualesquiera dos miembros de & es un miembro de S
entonces para cualesquiera aq,as € K tenemos

(X =Co)N(X —=Chy) =X —(Cyy UCy,) €T

lo que significa que 7 es cerrada bajo la formacién de intersecciones finitas como establece el tercer axioma
de abiertos, y el teorema queda demostrado.a

En analogia con los aziomas de los abiertos, podemos hablar de las propiedades (i),(ii), (i) del teorema
anterior como de los axiomas de los conjuntos cerrados. Del teorema mismo queda justificado este
nombre, pues en €l se hace ver que la idea de topologia puede derivarse de estas propiedades. Notese la
armonia existente entre unos azriomas y otros; lo que uno establece para el conjunto vacio, por ejemplo, el
otro lo sienta para la totalidad del espacio; lo que uno afirma para uniones el otro lo hace para intersecciones,
etcétera. Esta armonia entre los resultados establecidos es la dualidad.

Ejemplos de cerrados: i) X y () siempre son conjuntos cerrados.

ii) {z} es un cerrado de E", Va € R™.

iii) Cuando 7 es discreta o indiscreta todo abierto es cerrado y viceversa; es decir, en ambos casos la familia
3 de conjuntos cerrados es 7.1

Observacidn: A partir del segundo ejemplo podemos darnos cuenta de que la unién arbitraria de conjuntos
cerrados no es necesariamente cerrada (ya que si lo fuera, entonces cualquier conjunto en R” serfa cerrado).

1.3 Cerradura de un conjunto

Otro par de conceptos duales son los de cerradura e interior. Comenzaremos a hablar del de cerradura.

Definicién. Sean (X,7) un espacio topoldgico arbitrario y A C X. Definimos la cerradura de A como
el subconjunto cerrado minimo de X que contiene a A. Denotaremos a este conjunto como A.

Obsérvese que la existencia de este conjunto siempre puede garantizarse, pues siempre podemos pensar en
él como en la interseccién de todos los cerrados que contienen a A. Por otra parte, a partir de la definicién
es evidente que si A y B son subconjuntos de X y A C B, entonces A C B. Nos valdremos de esto en la
prueba del siguiente resultado.

LEMA. Sea (X,7) un espacio topolégico arbitrario y sean A, B C X. Entonces

AUB=AUB
Demostracién. (C) De la definicién tenemos A C Ay B C B, de donde
AUBCAUB

y a consecuencia de la observacién precedente tenemos

AUBCAUB
Pero A U B es cerrado; luego

AUB=AUB
y _

AUBCAUB.

(D) Por la observacién precedente tenemos

ACAUByBCAUB=ACAUByBCAUB

1,7 =S = r discreta o indiscreta?
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por lo tanto

AUBC AUB.

Esto concluye la demostracion del lema.aq

Ejemplos de cerradura: i) Si 7 es la topologia discreta, entonces A = A,VA C X. En efecto, ya dijimos
que en este caso § = Pot (X); de ahi que el cerrado minimo que contiene a cada subconjunto de X sea el
subconjuto mismo.

ii) Si 7 es la topologfa indiscreta, entonces S = {(), X} y en consecuencia

— (X, si A#D
A_{Q), si A=10

Antes de referir nuestro tercer ejemplo definamos qué es la distancia de un punto a un conjunto.
Definicién. Sean, o € R* y A C R?, A # (). Definimos la distancia de a a A como

pla,A) =inf {p(a,a):a € A}

iii) Si A C R™, entonces _
A={zeR":p(z,A) =0}

Probaremos esto.
Comencemos caracterizando los abiertos de E® mediante alguna propiedad métrica. Observemos que de
acuerdo con la definicién, si 7 denota a la topologia usual de E", entonces

A€T=Va€ Ade > 0.5.D, (a) C A4;

pero entonces
Va € AJe > 0.5.R" —ACR" — D. (a)

de modo que si x € R® — A, entonces p(x,a) > ¢; y como ¢ siempre es estrictamente positivo, entonces
podemos concluir como sigue:
AeT=p(a,R" — A) >0,Va € A.

Para probar que esto caracteriza a los conjuntos abiertos de E” hay que asegurar que se verifica la im-
plicacién en sentido contrario comprobando que si A C R" es tal que p(a,R* — A) > 0,Va € A, entonces
A satisface la definicién de abierto en E™. Obsérvese que para tal A y para a € A arbitraria, haciendo
e = p(a,R* — A), entonces necesariamente D. (a) C A, pues si hubiese algin z € D, (a) N (R* — A), en-
tonces

pla,z) <e=inf{p(a,z) :z € R" — A}

lo que seria absurdo. Esto demuestra que los abiertos en E" son aquellos conjuntos para los cuales siempre
media una distancia positiva entre cualquiera de sus puntos y su complemento.

De aqui podemos extraer como corolario una caracterizacién de los conjuntos cerrados. Sabemos que si
C C R es cerrado entonces R™ — C' es abierto, lo cual, por lo que acabamos de ver, es equivalente a que

p(z,C) >0,V e R" - C;

o sea que la distancia de todo punto del complemento de un cerrado al cerrado mismo es mayor que cero,
y por consiguiente un punto del espacio que diste cero de C' no puede estar en el complemento de C; en
consecuencia podemos afirmar que el cerrado C' contiene a todos los puntos del espacio que distan cero de C.
Y como, reciprocamente, al ser C' un conjunto que contiene a todos los puntos que de él distan cero entonces

p(z,C)>0,YzeR* = C

lo cual significa que R™ — C' es abierto y, por tanto, que C es cerrado, entonces podemos concluir diciendo
que un conjunto C' es cerrado en E" si, y sélo si, C' contiene a todos los puntos que distan cero de C.
Ahora probaremos lo enunciado en (iii). Sea A CR" y sea

A={zeR":p(zx,A) =0}
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Para probar que A es la cerradura de A hay que probar que A es cerrado y que es el més chico de los cerrados
que contienen a A. Para probar que es cerrado nos valdremos de la caracterizacién que hallamos probando

que A contiene a todos los puntos que distan cero de A. Sea entonces z € R” tal que p (CU, /I) = 0; entonces

Ve >03a € As.p(z,a) <
y dado que p (@, A) = 0 (ya que @ € A), entonces

Ve > 0da € A.5.p(a,a) < %
Por la desigualdad del tridngulo tenemos

p(z,a) <p(z,a)+p(a,a) <e;

luego

p(z,a) <e,Ve>0; . p(x,a)=0; .. z€A
Por lo tanto A es cerrado.
Por otra parte, es claro que A C A, y si C fuese otro cerrado que contuviese a A, entonces para cualquier
x € R” tal que p(z,A4) =0 (i.e. Yz € A) también tendriamos p (z,C) = 0 y, por lo tanto, = € C, puesto que,
siendo cerrado, C' ha de contener a todo punto que de él diste cero. Esto prueba que A es el cerrado minimo
que contiene a A; es decir, que A=Aa
TEOREMA. Sean, (X, 7) un espacio topoldgico y A, B C X arbitrarios. Entonces

() AcSe A=A _
Reciprocamente, si en un conjunto X se asocia a todo subconjunto A otro subconjunto A de tal manera
que se satisfagan las condiciones (a), (b), (c), (d), entonces existe una topologia 7 para X en la cual la familia

de conjuntos cerrados es .
S = {A CX:A= A}

siendo, ademas, A la cerradura de A en (X, 7).
Demostracidn: (a) A C A porque A es el cerrado minimo que contiene a A.
(b) § = 0 porque 0, al ser cerrado, es el cerrado minimo que contiene al .
(c) Por el lema anterior AUB = AU B.

(d) A es cerrado; luego, el cerrado minimo que contiene a A es A4, i.e. A = A.

(e) Si A es cerrado, entonces A es el cerrado minimo que contiene a A, i.e. A = A. Por su parte, si A = A,
entonces A es cerrado porque A lo es por definicién.

Supongamos ahora que X es un conjunto en el que a cada subconjunto suyo se ha asociado otro subcon-
junto, también suyo, de tal manera que se satisfagan las condiciones (a), (b), (c), (d) anteriores. Siendo asi,
probaremos que la familia & de aquellos subconjuntos de X que coinciden con sus asociados satisface, a su
vez, los axiomas de los conjuntos cerrados enunciados en el teorema anterior. Por ese teorema sabemos que
cuando esto ocurre, la familia de complementos de los miembros de & constituye una topologia para X segin
la cual & es la familia de conjuntos cerrados.

(i) Por (a), para X debemos tener X C X; pero al significar X la totalidad del espacio, entonces también
X C X; por lo tanto, X = X. De esto, y de (b), tenemos: X, € .

(ii) Para probar que $ es cerrada bajo la formacién de intersecciones arbitrarias nos valdremos de la
implicacién A C B = A C B cuya validez se infiere con facilidad de las condiciones (a), (b), (c), (d).

Sea (Cj); una subfamilia arbitraria de miembros de 3. Por definicién de interseccién tenemos

nc,cc;,vjeg
jeg =74 J
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de modo que, de la implicacién anterior resulta

NnC,cC;Vje;
jer i €05,V € J;

y como cada C; es miembro de S, entonces C; = C;,Vj € J.

nc; C CjVjed;

JjEJ
oN Cb - N Cy
JjEJ JjEJ

y como, por su parte, (a) nos garantiza que

ﬁngﬁCj
jeJ jeJ

entonces resulta que _mJ C; € S, como se querfa demostrar.
JE

(iii) Sean C; y Cy miembros arbitrarios de $; entonces C; = Cy y Cy = Cs. De esto y de (c) resulta
CLUC, =CyUC,

Por lo tanto, C; U Cy € G, que es lo que se queria demostrar.

Como ya dijimos, lo anterior es garantia de que existe una topologia 7 para X segin la cual & es la
familia de los conjuntos cerrados de X. Sélo falta probar que en el espacio topolégico asi construido, A es la
cerradura de A.

Sea A C X; por (a) A C A, y por (d) A € 3. Por lo tanto, A es un cerrado que contiene a A. Para
mostrar que es el minimo supongamos que C es cualquier otro cerrado que contiene a A; entonces C' € Iy
A C C; por lo tanto, A C C' = C. Esto prueba que A es la cerradura de A en (X, 7), y el teorema queda
demostrado.a

Como acabamos de ver, las condiciones (a), (b), (c), (d) del teorema son las que en este caso pueden
postularse para iniciar el desarrollo de la topologia a partir de este concepto bésico que es el de cerradura.
Estas condiciones se conocen como los axiomas de Kuratowski.

Ejemplo: Sea X un conjunto arbitrario; para A C X definimos

T A, si A es finito
~ | X, si A es infinito

(El caso en que X es finito deriva en la topologia discreta). Bajo esta definicién se satisfacen los axiomas de
Kuratowski y la topologia inducida recibe el nombre de topologia cofinita.?

1.4 Interior de un conjunto

Ahora nos referiremos al concepto dual al de cerradura, nos referiremos al concepto de interior. Si la cerradura
de un conjunto es el mds chico de los cerrados que contienen al conjunto, la dualidad nos hace sospechar
que el interior ha de ser el mds grande de los abiertos contenidos en el conjunto; si la cerradura podemos
pensarla como la interseccion de todos los cerrados que contienen al conjunto, para el interior se pensard en
la unidn de todos los abiertos contenidos en él. Desde luego, esta 1til y curiosa armonia estard manifiesta en
cada resultado que atana a uno u otro concepto, siendo asi que cualquier teorema enunciado para cerradura
induce otro teorema (el dual) para interior, y viceversa.

Definicién. Sean, (X, 7) es un espacio topolégico y A C X; definimos el interior de A como la unién

de la familia de abiertos en (X, 7) contenidos en A. Al interior de A lo denotaremos como A o como intA.

Junio 5 de 1985.

2De ella hablaremos el 9 de septiembre de 1985.
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LEMA. Sea (X, 7) un espacio topolégico arbitrario; si A C X, entonces:
) X-A=X -4

i) X — A= (X — A)°

Demostracion. (i) Por definicién de interior

= @
Ger
GcA

Por lo tanto .

X-4=X-|J 6= x-0)

Ger Ger
GCA GCA

Pero si G es abierto y estd contenido en A, entonces X — G es cerrado y contiene a X — A; y como para cada
cerrado que contenga a X — A existe un abierto contenido en A, entonces al tomar esta interseccién sobre
todos los abiertos contenidos en A se estd intersectando a todos los cerrados que contienen a X — A. Luego

| X-G)=X-4

Ger
GCA

Por lo tanto, X — /(i: X — A
(ii) Siendo < la familia de cerrados de (X, 7) tenemos

A=) ¢

Cex
coA
Luego
X-4=x- N c= x-0
CeS CeS
CcDA c2A

Pero si C' es cerrado y contiene a A, entonces X — C es abierto y esta contenido en X — A; y como para cada
abierto contenido en el complemento de A existe un cerrado que contiene a A, entonces al considerar esta
unién sobre todos los cerrados que contienen a A se estd uniendo a todos los abiertos contenidos en X — A,
lo cual, segtin la definicién de interior, es el interior de X — A. Por lo tanto, X — A = (X — A4)°, como se
queria probar.a

TEOREMA. Sean, (X, 7) es un espacio topolégico y A, B C X, arbitrarios. Entonces

(a) AC A
(b) X=X
(¢) (ANB)° =AN B

(d) A=A
() Acreo A=A

Reciprocamente, si X es un conjunto arbitrario y a todo subconjunto A de X se le asocia otro, A, de tal
modo que se cumplan las condiciones (a), (b), (¢), (d), y se define

T:{AQX:AZ/T}

o
entonces 7 es una topologia para X segun la cual el interior de A es A.

[e]
Demostracion. (a) De acuerdo con la definicién, si x € A entonces z € G, para algin abierto G C A, y por
lo tanto = € A.

]
(b) X= X porque X es un abierto contenido en X.
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[e] ]
(¢) De la definicién de interior es facil inferir que si A C B, entonces ACB. Pues bien, debido a ello
tenemos que

ANBCAyANBCB=(ANB)°CA y (ANB)°CB
Por lo tanto . .
(ANB)°CANB.
Por otra parte tenemos que . . o
ACAy BCB=ANBCANB

] o
y como tanto 4 como B son abiertos (pues son uniones arbitrarias de abiertos), entonces su interseccién es
un abierto contenido en A N By, por tanto, parte de la unién de abiertos contenidos en A N B; o sea

o

AN g(AmB)

de donde resulta la igualdad que se quiere.

] o ] o
(d) A=A, puesto que A es el abierto maximo contenido en A.
]
(e) En forma mas general, si A es abierto, entonces es el abierto méximo contenido en A, i.e. A= A.Y si

,Lci: A, entonces A es abierto por ser unién de abiertos.

Supongamos ahora que entre los subconjuntos de un conjunto X se establece una asociacién que satisfaga
las condiciones (a), (b), (¢), (d) anteriores. Siendo asf, probaremos que la familia de conjuntos que coinciden
con sus asociados satisface los axiomas de los abiertos y es, por consiguiente, una topologia para X.

(i) Por (a), 5§ 0; por lo tanto es vacio. De esto, y de (b), tenemos: X, () € 7.

o ]
(i7) Es facil ver que de las condiciones (a), (b), (¢), (d) puede inferirse que A C B = ACB. Utilizaremos
esto para probar que 7 es cerrada bajo uniones arbitrarias.
Sea (Aj); cualquier subfamilia de miembros de 7. Por definicién de unién

A; CU A;v5¢ed
iS5y A E
de modo que, por la observacién que hicimos
o o]
iC U A;,VjeJ;
A]_jGJ R JeJ;
o
y como cada A; es miembro de 7, entonces Aj= A;,Vj € J.
]
A, CU A; V5 Ee T,
7=y S0V

U A; c U A;
JjEJ —jeJ

Como ademds, por (a) contamos con la contencién en sentido contrario, entonces tenemos la igualdad, que
significa que 7 es cerrada bajo uniones arbitrarias, como se querla probar

(i91) Sean A; y Ay miembros arbitrarios de 7; entonces A1— Ay A2— As. De esto y de (c) resulta
(A1 N Ay)° = A1 N Ay

Por lo tanto, A1 N Ay € 7, que es lo que se queria probar.

Esto demuestra que T es una topologia para X. Sélo falta probar que /(i es el interior de A segin 7. Por
(a), XC A, y por (d), AE 7. Por lo tanto, A es un abierto contenido en A. Para probar que es el mas grande
supongamos que G es otro abierto contenido en A; entonces G € 7y G C A. Luego, G G C A por lo que

A es el interior.@
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Junio 7 de 1985.

Ejemplo: Recordemos que en E" definimos, para z € R® y € > 0, el disco de centro en z y radio € como
D (z) ={y e R" : p(z,y) <e}
Utilizando nuestra caracterizacion de cerradura para conjuntos de E”, probaremos que
D.(z) ={y € R" : p(z,y) < e}

demostrando que
{yeR" :p(z,y) <e}={y € R" : p(y, D: (x)) = 0}

(C) Sea y € R™ tal que p(z,y) < e. Es claro que sobre el segmento Ty siempre es posible hallar un punto
z # y tan cerca de y como se quiera; como p(z,y) < ey z # y, entonces p (z,z) < €. Luego, z € D, (), y
como estd arbitrariamente cerca de y, entonces su distancia a y es arbitrariamente pequena, lo que significa
que p (y, De (z)) = 0.

(D) En esta parte procederemos por reduccién al absurdo. Sea w € R" tal que p(w,D:(z)) = 0y
supongamos que p (x,w) > €; sea r = p (x,w) — &. Veremos que bajo este supuesto la distancia de cualquier
punto del disco a w siempre serd mayor que r. En efecto, sea z € D, (z) un punto arbitrario, entonces
p(z,z) < g; por la desigualdad del tridngulo tenemos

p(z,w) 2 p(e,w) —ple,z) >ple,w) —e=r

y entonces resulta que la distancia de w al disco no puede ser menos que positiva. Esto es una contradiccion
con la hipétesis de que la distancia de w al disco es cero. Luego, falso suponer p (z,w) > ¢; por lo tanto,
p(z,w) < e, que es a lo que se querfa llegar.q

1.5 Frontera de un conjunto

Ya probamos que en cualquier espacio topoldgico el complemento del interior de cualquier conjunto es igual
a la cerradura de su complemento. Tratdndose del D, (z), y dando por hecho que D2 (z) = D. (z) (lo cual
serd enunciado como primer ejercicio del curso), tenemos

R* — D, (z) =R" = D. (z) ={y € R" : p(z,y) > ¢};

En virtud de esto y de lo que acabamos de probar, si hacemos

Se (x) =R* — D, (x) N D, (x)

tendremos que
Se(z) ={y €R" : p(z,y) =€}

que es la esfera de dimensién n o n-esfera de centro x y radio e.

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y sea A C X. Definimos la frontera de A como
la interseccién de la cerradura de A con la cerradura de su complemento. La simbologia que suele emplearse
para denotar a la frontera de un conjunto A es Fr (A) o OA. En lo sucesivo utilizaremos indistintamente
estos signos.

Ejemplos de frontera: i). 0D, (z) = S. (x)

ii). En E! con la topologia usual consideremos al conjunto Q de niimeros racionales. Sabemos que en torno
a cualquier racional existe un irracional tan préximo a él como se quiera, o sea que si r € (Q, entonces

Ve >03ds e R—Q5.s € D (r);

dicho de otro modo
Vr e Q /B&“ > 0.3.D5 (T') - Q
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o
Por lo tanto, Q= . Andlogamente, también es vacio el interior del conjunto de nimeros irracionales, i.e.

]
(R —Q)° = (. En consecuencia, R— Q=R —-Q =R y Q = R. Por lo tanto, Fr (Q) = R.
Primera tanda de ejercicios. 1. Si 7 es la topologia usual en E™ probar que, para cualesquiera z € R" y
e>0,D.(x)er.
2. Si (X, 1) es un espacio topoldgico arbitrario, probar que para cualesquiera A, B C X,

ANBCANB

. Es vélida la igualdad? Justifique su respuesta.

3.Si 7= {X,0, A}, describa la cerradura y el interior de cualquier subconjunto de X.

4. Si A C X, pruebe que es una topologia para X la familia constituida por @) y por todo conjunto que
contenga a A. Describa los cerrados, las cerraduras y los interiores. ; Qué topologia resulta si A es vacio? ;Y
si A=X7?

5. Si B es un subconjunto fijo de X, y para A C X se define

T 0, si A=10
 |AUB, si A#0
pruebe que se satisfacen los axiomas de Kuratowski. Describa los cerrados, los abiertos y las cerraduras.
6. Si (X, 7) es un espacio topoldgico arbitrario y A es un subconjunto fijo de X, pruebe que
a)
T ={UU(VnNA)|UV er}

es una topologia para X.
byrCr'yAer.
c) Si 7" es cualquier topologia para X que contenga a 7 y a A, entonces 7/ C 7.

Junio 10 de 1985.

a)
)
c)A AUF’I‘(A

d) A=A - Fr (A
e) A es cerradoe A D Fr (A)

f) A es abiertoe AN Fr(A) =0.
Demostracion. a) Por definicién

luego

y por el lema anterior
(X-DU(X-X—A) =(X-A)°UKX-(X-A4)°=(X-4)°U 4
b) Por dlgebra de conjuntos X = QU (X — ), para cualquier Q C X. En particular
X =Fr(A)U(X — Fr(4))

de modo que, por (a), resulta
X =4 UFr (A) U (X — A)°

¢) ADAUFr(A) yaque AC Ay Fr(A) = AnX — A. Por otro lado, dado que ,Lci, Fr(4)y (X —A4)°
son ajenos entre si y, por (b), complementarios entre los tres, entonces

X — (X — A)° =4 UFr (A)
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0, lo que es lo mismo
X — (X —=A) =AUFr (4)
de donde 3
A=AUFr(A) C AUFr(A)
Por lo tanto .
A=AUFr(A)=AUFr(4).

d)
A—Fr(4)= AN (X — Fr(A4))

de modo que por (a) tenemos
AN (XU(X—A)") = (Am }i) U(AN(X — 4)°) =4

_e) Si A es cerrado, entonces A = A D Fr(A). Por otra parte, si A DO Fr(A), entonces, debido a (c),
A=AUFr(A)= A,y Aresulta cerrado.

f) Si A es abierto, entonces A :;i; por (a), Zg X — Fr(A). Luego, AN Fr(A) = 0. Reciprocamente,
supongamos que AN Fr (A) = 0. Entonces

A=AnX =40 (AUFr (AU (X -4)°) =4

y A resulta abierto, como se queria probar.q

Ahora veremos que el concepto de frontera es también un concepto bdsico de la topologia.

TEOREMA. Sean, (X, 7) un espacio topolégico y A, B C X, arbitrarios. Entonces:

a) Fr(0)=0

b) Fr(A) =Fr (X — A)

¢) Fr(Fr(A)) C Fr(A)

d) AUBUFr(AUB)=AUFr(A)UBUFr(B)

Reciprocamente, si en un conjunto X se asocia con cada subconjunto A otro subconjunto dA de modo
que se satisfagan las condiciones (a), (b), (¢), (d), entonces existe una topologia para X en la cual 04 es la
frontera de A, para cada A C X.

Demostracion. a) De la definicién de frontera tenemos

Fr)=0nX —0=0nX=10

b)
Fr(A)=AnX-A=X-AnA=Fr(X - A)

¢) De acuerdo con la definicién tenemos

Fr(Fr(A)=Fr(ANX—Fr(A4)

que, por (a) de la proposicién anterior y porque Fr (A) es un cerrado, puede escribirse como

(ANX—4A)nAU(X - 4)°

lo cual a su vez puede expresarse como
(me-Amﬁ) U (ZmX—Am(X—A)");
y como ,Zi CAy (X — A)° CX — A, entonces lo anterior queda como

(imﬂ) U (me)
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o bien, como

(inx-2)u(@X=72) = rr (D urr @

. . i) z€Fr (,Z)
Por consiguiente, si z € Fr (Fr (A)), entonces o{ : v
it) c€Fr

i)Siz € Fr(fi),entoncestﬁQZyxeX—fi:X—A;

ii)Siz € Fr(Z),entoncesmej:ZyweX—ZgX—A.

Cualquiera que sea el caso, vemos que * € AN X — A. Por lo tanto, F'r (Fr (A)) C Fr (A).
d) Por (c) de la proposicién anterior y por un lema

(AUB)UFr(AuB)=AUB=AUB = (AUFr(4))uU(BUFr(B))

Reciprocamente, sea X un conjunto y supongamos que se asocia un subconjunto 9A con cada A C X, de
modo que se satisfagan (a), (b), (¢), (d). Siendo asi, probaremos que la reasociacién de A con el conjunto
A U 0A satisface, a su vez, los axiomas de Kuratowski.

En efecto, haciendo A = AU A, para cada A C X, se tiene que

(a) ACA

(b) @ = 0 porque, de acuerdo con (a), 80 = 0

(c) Debido a (d) tenemos

(AUB)=(AUB)UO(AUB) = AUBAUBUAB = AUB
(d) Por (¢) y por (d)
A= AUBA=(AUBA) UD(AUDA) = (AUDA) U (DAUDOA) = AUDA

_En consecuencia, por el teorema correspondiente a cerraduras, existe una topologia para X segin la cual
A es la cerradura de A. Aplicando (b) y la definicién de frontera tenemos que la frontera de A, segin esta
topologia, es

Fr(4) = An(X—A4)=(AUdA)N(X - AU (X — A))
= [AN(X —AUJ(X —A)]UBAN(X — AU (X — A))]
(ANOA)U[(X — A)NdA]UHA
= {JAU(X — A)]NBA}USA = (X NOA)UJA = A

y asi concluye la prueba del teorema.q

1.6 Vecindades

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y sea z € X. Una vecindad de x es cualquier
subconjunto de X que contenga a un abierto que a su vez contenga a x. Por AV, denotaremos a la familia de
todas las vecindades de z, y por N a la familia de vecindades abiertas de =.

Ejemplos de vecindades: i) Si 7 es la topologia discreta para X, entonces tanto A, como N coinciden
con la familia de todos los subconjuntos de X que contienen a x.

ii) Si 7 es la topologia indiscreta, entonces N = N2 = {X}.

iii) Si 7 = {X, 4, 0}, entonces

Nx:{{BgX:BQA},sinA No =

X, A}, sizeA
{X},sizeX—-A Y e {{ }

{X},siz ¢ A
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TEOREMA. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario, entonces:
(a)z e V,siV eN,.
(b) Si Vi C Vo y Vi € N, entonces Va € N,.
(c) Si Vi, Va € N, entonces Vi NV, € N,.
(d) YV e Np3W € N,.5.V € N,,Vy e W.
(e) A € 7 & A contiene una vecindad de cada uno de sus puntos.
Reciprocamente, si para cada x € X existe una familia NV, de subconjuntos de X que satisfaga las
condiciones (a), (b), (c), (d) y se define

T={ACX |Va€ ATV € N,.5.V C A}

entonces T es una topologia para X segtin la cual AV, es la familia de vecindades en =.

Demostracion: (a) Si V € N, entonces V es un subconjunto de X que contiene a un abierto que contiene
azx. Luegox € V.

(b) Supongamos V; C V3, con Vi € Ny; entonces existe A € 7 tal que z € A C V7. Luego, existe A € 7 (la
misma) tal que z € A C Va; . Va € N,.

(c) Si V1, Va € N, entonces existen Ay, As € 7 talesquez € A1 C Vi yz € Ay C Vs luego, x € A;NAs C
ViNVs, y como 41 N Ay C 7, entonces Vi NV, € N,.

(d) Sea V € N, entonces existe A € 7 tal que z € A C V; pero entonces A € N,. Sea y € A; entonces
también A € N, de modo que, por (b), V € N,,.

(e) Si A € 7, entonces A contiene una vecindad de cada uno de sus puntos (A misma). Por su parte, si A
contiene una vecindad de cada uno de sus puntos, entonces

Va € ATV, € N,.5.V, C A;
sea B, € T tal que a € B, C V,. Entonces
A=U {a}CU B, CU V,CA
a€A a€A a€A

Por lo tanto, A= U B, € T.
a€A

Reciprocamente, si X es un conjunto en el que para cada uno de sus puntos se tiene definida una familia
de subconjuntos de X que satisface las condiciones anteriores, entonces probaremos que 7 definida como la
familia de subconjuntos de X que contienen al menos un miembro de la familia asociada a cada uno de sus
puntos es una topologia para X demostrando que se satisfacen los axiomas de los conjuntos abiertos.

(i) X € 7, ya que si € X, entonces cualquier V € N, estd contenida en X. Por otra parte, observemos
que la proposicién

VYa €0V € Ny.5.V C 0

no puede ser falsa. Luego, también () € 7.
(ii) Sea (Aj), C 7y sea x E,UJ Aj;; entonces € Aj p.a. j € J; por lo tanto existe V € N, tal que
Jje

V C Aj; luego V C ,UJ A;. Por lo tanto, .UJ Ajer.
JjE je
(i1i) Sean A1, Ay € Ty sea x € A N Ay; entonces existen Vi, V3 € N, tales que

reVICA yrelVyC A

Por lo tanto,
reVinNnVy C A NA;

y como, por (c), Vi1 NVz € N, entonces A; N Ay € 7.
Para finalizar hay que probar que

Ne={VCX|WeErs52z€UCV}

(C) Sea V € N, y definamos
U={yeV|IV,eN, V,CV}
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Claramente U C V; ademés U # ) porque, por (a), x € V y para z existe V, € N, V, C V: (a saber, V
mismo). Para probar que U pertenece a 7 hay que probar que de cada uno de sus puntos hay un miembro
de la familia asociada correspondiente enteramente contenido en U. Sea y € U y sea V,, € Ny, V;, C V; por
(d) existe W € N, tal que si z € W, entonces V,, € N.; como V,, C V, entonces z es un elemento de V' para
el cual existe V. € N, (a saber, V) tal que V. CV,ie. 2z € U; . W CU; .U € 7. Por lo tanto, V es una
vecindad de z segin 7.

(D) Ahora sea V una vecindad de z segin 7. Entonces existe U € 7 tal que x € U C V; en consecuencia,
de la definicién de T tenemos que existe A € A, tal que A CU. Luego A C V y, por (b), V € N,.

Esto demuestra que bajo esta topologia N, es la familia de vecindades de z, con lo que el teorema queda
demostrado.a

Junio 14 de 1985.

Ejemplo: Tomemos a R como conjunto y para cualquier z en R consideremos el intervalo [z, z), con z € R,
z > z. Definamos ahora
N, ={VCR:[z,z) CV,pa. z>z}

Veamos que se satisfacen las condiciones (a), (b), (c), (d) del teorema.

(a) SiV € N,, entonces V D [z,2) dz; .z €V.

(b) Si Vi C Vo y Vi € N, entonces [1,2) C Vi, p.a. 2z > x; 0. [x,2) C Va; . Vo €N,

(c) Sean Vi,Vo € Ng; entonces Vi D [z,21) vy Va2 D [z, 22), con 21,25 > x. Por consiguiente, si z =
min {z1, 22}, entonces Vi N V5 D [z, 2). Por lo tanto, V1 NVa € N,.

(d) Sea V € N,; entonces [z,2) C V, p.a. z > x. Por su parte, [z,z) € N, y si y € [z,z), entonces
[y, 2) C [2,2). Luego, [y,2) C V ¥ V € A,

En consecuencia, la familia

T={ACR|Va€ ATV € N,.5.V C A}

es una topologia para R. Ademds, si 7y denota a la topologia usual de R, entonces 19 C 7.

En efecto, sea A € 19 y sea a € A; entonces existe € > 0 tal que (a —e,a+¢) C A. Por lo tanto,
[a,a+¢) C Ay A € 7. Sin embargo, aunque [a,a +¢) € T, [a,a+¢€) ¢ To ya que no existe ¢ > 0 tal que
D. (a) Ca,a+¢).

A R con esta topologia se le conoce como la recta de Sorgenfrey.

1.7 Vecindades basicas

Definicién. En un espacio topoldgico arbitrario una base local de vecindades de x es cualquier subfamilia
de N, que contenga un miembro dentro de cualquier vecindad de z. En simbolos, B, es base local de x si,
y solo si,
i) VV € Np3B € B,.5.BCV

A los miembros de B, se les llama vecindades béasicas de x.

Ejemplos: i) N, es un base local en z.

ii) V2 es una base local en .

iii) Una base local de z en la recta de Sorgenfrey es

{ACR:A=[x,2), z>x}

iv) En E" una base local de z es
{D:(z) : € >0}

v) En E" una base local de z es

{D.(z): e Q"}
Junio 17 de 1985.
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Ejercicio: 7. a) Si B, es una base local en x, probar que
N,={VCX|3BeB,, BCV}
b) Si B, es una base local en z y tiene la propiedad
By CByy By €B,=>By€ B,

probar que B, es A,.

TEOREMA. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Si B, es una base local para cada x € X, entonces

(o) x € Bsi B € B,.

(B) Si By, By € B,, entonces existe Bs € B, tal que B3 C By N By

(v) VB e B,3W € B,.5.y e W= 3B, € By.5.B, C B.

(0) Ae T & Vae AIB € B,.5.B C A.

Reciprocamente, si para cada z € X existe una familia B, de subconjuntos de X que satisfaga las condi-
ciones (), (8), (7) y se define

r={AC X |VYa€ A3B, € B,, B, C A}

entonces T es una topologia para X segun la cual B, es una base local de z.

Nétese la similitud entre este teorema y el anterior; de hecho, resulta equivalente definir 7 a través de (9)
que hacerlo a través de (e). En realidad este teorema enuncia una situacién mas general, de la que el otro es
corolario; aqui han sido enunciados en este orden por razones didacticas, pues nos valdremos de aquél para
la prueba de éste.

Demostracion. (o) Por (a), z € B porque B € N.

(B) Sean By, By € B,; entonces By, By € N,. Por (¢), BiNBy € N, y como B, es una base local, entonces
existe B3 € B, tal que B3 C By N Bs.

(7) Sea B € B,; entonces B € N,. Por (d), existe W' € N, tal que si y € W' entonces B € N,,. Luego,
por definicién de base local, existen W € B,, W C W'y, para caday € W, B, € B,, B, C B, que es a lo
que se queria llegar.

(0) Por (e), si A € 7, entonces A contiene una vecindad de cada uno de sus puntos, de modo que, por
definicién de base local, A también contendrd una vecindad bésica de cada uno de sus puntos. Viceversa, si
A contiene una vecindad bésica de cada uno de sus puntos, entonces contiene una vecindad de cada uno de
sus puntos y, por lo tanto, A € 7.

En la parte que sigue comencemos verificando que 7 satisface los axiomas de los conjuntos abiertos.

(1) X € 7 ya que para cuelquier x € X y para cualquier B € B,, B estd contenida en X. Por otra parte,
también () € 7 ya que la proposicién

Ve € 03B € B,.5.BC

jamas puede ser falsa.
(ii) Sea (Aj); C 7y sea x EjLGJJ Aj; entonces ¢ € Aj, p.a. j € J. Por lo tanto existe B € B, B C Aj;

(791) Sean A1, Ay € T y sea ¢ € Ay N Ay; entonces existen By, By € B,, B; C A1, B2 C As. Por (), existe
Bs € B, B3 C By N By; ... B3 gAlmAQ; LAINA T
Esto prueba que 7 es una topologia para X. Nétese que si ahora demostramos que la familia

N,={VCX|3BeB,, BCV}

es una familia de vecindades en z, entonces habremos demostrado que B, es una base local en z, pues
claramente es una subfamilia de A, con un miembro contenido en cada miembro de A,. Para probar que
efectivamente es N, una familia de vecindades en x hay que verificar que se satisfacen las condiciones (a),
(b), (c), (d) del teorema anterior pues, segin ese teorema, esto basta para que N, sea la familia de vecindades
en x.

(a) Si V € N,, entonces existe B € B,, BC V. Por (o), z € B; "z € V.

(b) Si Vi C Vo y Vi € N, entonces existe By € B, By C V. Luego, By C Va; .-. Va2 € N.
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(c) Si V1, Vs € NV, entonces existen By, By € B, By C Vi y Ba CVs; .. BN By C V3 NVs. Por (3) existe
Bs € B3, B3 C By N Bs. Luego, Bs CViNVy; . ViNWs € Nx
(d) Sea V € N, y sea B € B,, BCV. Por (v), existe W € B, tal que

Vy € W3B, € B,.5.B, C B

Entonces W € N, y B, CV, porloqueV €N, Vy e W.
Asi finaliza la demostracién del teorema.a

Junio 19 de 1985

Ejercicios: 8. Demuestre que en E", para todo punto z, la familia
{D% (z): ke N}

es una base local en x.
9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Si A C X, pruebe que 0A = () & A es abierto y cerrado.
Ejemplo: Sea X = R? y consideremos el conjunto

R1 = {(1‘1,1‘2) € ]RZ Xy = 0}

Para z € R? definimos:

i)Siz = (z1,0), entonces B, = {Dr (a):r >0, a= (561,7')}
it) Siz ¢ Ry, entonces B, = {DL () :n € N}

Veamos que se satisfacen las condiciones (a), () y (v) del teorema anterior.
(o) Sea B € B,;

i)Siz € Ry, entonces B=D,(a)yp(z,a)=r; .z € B.
it) Siz ¢ Ry, entonces B=Di(z)yz € B.

(B) Si By, B € B,, es facil ver que en cualquier caso B3 = By N By € B,, pues siempre resulta ser el disco
de radio menor.

(v) Hay que ver que

VB € B, AW € B,.5.Vy €e W3B, € By.5.B, C B
Sea B € B, y sea W cualquier elemento de B, de radio menor que el radio de B. Sea y € W,
x =1y, entonces W € B, y W C B;
i)Siz € Rly{ Y vy =
x # y, entonces In € N.5.D1 (y) C B

i1) Siz ¢ Ry, es posible hallar n suficientemente grande de modo que

D. (y) C B.

S

En consecuencia, la familia
r={ACR |Va€ A3B, € B,.5.B, C A}

es una topologia para R2. Ademds, si denotamos por 7y a la topologia usual de R?, entonces 75 C 7.
En efecto, si A € 79 y a € A, entonces existe € > 0 tal que D, (a) C A.

i) Si a € Ry, es posible hallar B, € B,, de radio suficientemente pequefio, de modo que
B, C D. (a)

1 1
i1) Sia ¢ Ry, escogiendo n > — tendremos — < ey D1 (a) C D, (a).
€ n n

En ambos casos termina habiendo un miembro de B, dentro de A y, por lo tanto, A € 7. Sin embargo, si
x € Ry y B € B,, entonces A = {z} U (B — dB) es un abierto segin 7 pero no lo es segin 7p.
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A continuacién estableceremos caracterizaciones de los conceptos basicos ya estudiados a través del con-
cepto de base local.

Proposicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Si B, es una base local en z, entonces:

a) A es abierto & Va€ A3Be B,,BCA

b) C es cerrado & Vo ¢ CAB € B,.5.BNC =

¢) A={a € A|3B € B,.5.B C A}

d)A={reX|BeB.,=ANB#0}

e)0A={reX:BeB,=ANB#0y (X -A)NB#0}

Demostracion. a) Es el inciso (4) del teorema anterior.

b) (=) Si C es cerrado y = ¢ C, entonces X — C es abierto y z € X — C; por (a), existe B € B, tal que
B C X — C. Por lo tanto, existe B € B, tal que BNC = 0.

(<) Si para todo z ¢ C existe B € B, tal que BN C = ), entonces para todo z € X — C existe B € B,
tal que B C X — C lo que, segun (a), significa que X — C es abierto y, por lo tanto, C' es cerrado.

c) (C) Sea a E/Ci; dado que ﬁe N,, existe B € B, tal que B gﬁ. Luego, B C A.
(D) Sea a € A, y supongamos que existe B € B,, B C A. Por definicién de vecindad, existe un abierto U

tal que a € U C B. Luego, U es un abierto contenido en A; . U g}i; La Eﬁ.

d) Como X — A= (X — A)°, entonces A = X — (X — A)°.

(C) Sea z € A; entonces z ¢ (X — A)°. Luego, debido a (c), B £X — A, VB € B,. Por lo tanto, ANB # 0,
VB € B,.

(D) Sea x € X tal que ANB # (), VB € B,; por (c), z ¢ (X — A)°. Por lo tanto, » € A.

e) Recordemos que 94 = AN X — A.

(C) Sea z € OA y sea B € B,. Luego, debido a (d), ANB # 0y (X —A)NB #0, porque x € Ay
r€e X — A

(D) Sea x € X tal que VB € B,, ANB # ) y (X — A)NB # (.Entonces, debido a (d),z € Ayz € X — A4,
ie.xz € 0A.a

Def. Sean 11 y 2 dos topologias para un mismo conjunto X; se dice que 72 es mds fina que 7; 0 bien
que 71 es menos fina que 7, cuando 71 C 7.

Ejercicio: 10. Sean 71 y 72 dos topologfas para X y sean B. y B2 bases locales en z seglin 71 y 7o,
respectivamente, Vo € X. Probar que son equivalentes:

a) 71 es menos fina que 7»

b) VB, € 8;332 S Bg, B, C By

1.8 Puntos de acumulacion

Junio 24 de 1985

Definicidén. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y sea A C X.

(a) Un punto z € X se llama punto de acumulacién de A si toda vecindad de z contiene algin punto
de A distinto de z; i.e. AN(V —{z}) #0,VV € N,

(b) El conjunto de puntos de acumulacién de A se denota por A’ y se llama conjunto derivado de A.

LEMA. Si B, es una base local en z, entonces

zeA o AN (B-{z}) #0,YB € B,

Demostracion: =) Si z € A', entonces AN (V — {z}) # 0, para toda vecindad de z y, en particular, para
toda vecindad bésica.
<) Sea V € N; entonces existe B € B,, B C V. Luego

AN(B—A{z}) CAN(V —{z})

y como por hipétesis el primer miembro de esta contencién no es vacio, entonces tampoco lo es el segundo,
lo que significa, dado que V' es cualquier vecindad, que z € A'como se queria probar.q
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Ejemplos: 1) Sea X = E y sea A = Q; entonces

reQ ©Qn (D, (x) —{x}) #0,Ve > 0;

y como esto ocurre para todo niimero real z, QY = E. Andlogamente, (R — Q)’ = E.
2) Sean, X =E", A = D. (z) y y € E". Recordemos que

B, =Dy (y):7 >0}
es una base local en y; siendo asi, tenemos que
y € D_(z) & D. ()N (B —{y}) #0,VB € By

Para averiguar qué puntos del espacio son puntos de acumulacién del disco tengamos en cuenta que E" se
reparte entre
D2 (x),0D: (z) y (E" - D. (2))°

Analizaremos separadamente estos conjuntos.

(i) Por el ejercicio 1 sabemos que D? (z) = D, (z). Sea y € D. (x) y sea B € B,. Como D, (z) es abierto,
existe otro disco de centro en y y radio positivo enteramente contenido en D, (z); este otro disco es un
miembro de B, que intersecta a D. () en més de un punto. Luego, cualquier otro disco que tenga centro en
y vy radio mayor que el del disco ya contenido intersectard a D. () en més de un punto; por su parte, los
discos que tengan radio menor también intersectardn a D. () en mas de un punto ya que r jamés llega a
ser cero. Asi, ya sea B de radio mayor, menor o igual al radio del disco contenido en D. (z), este argumento
prueba que

D (z)N (B —{y}) #0
Por lo tanto, D. (z) C DL (z).
(ii) Por (e) de la proposicién anterior tenemos que si y € 9D (x), entonces

D.(x)NB#0y (E*" —D.(z))NB #0,VB € B,
y como B intersecta a D, () en mas de un punto, entonces

D (z)N (B —{y}) #0

Por lo tanto, D, (z) C D! (z).

(iii) Si y € (E® — D. (z))°, podemos ver que es posible hallar una vecindad bésica B de radio suficiente-
mente pequeilo de modo que BN D, (x) = . Por lo tanto, y ¢ D’ (z).

Por consiguiente, D! (z) = D, (z).

3)Sean, X =E, A={1|neN}yzeRr

(i) Si z < 0, entonces

AﬁD|I| (CU) =

Por lo tanto, = ¢ A’.
(ii) Siz >0y x € A, entonces x = %, p-a. n € N. Escogiendo ¢ de tal modo que

1 <1 1+ < 1
— —¢ — 4
n+1 n Y n n—1
tendremos
AND, (z) ={z}
Luego

AN(D: (z) —{z}) =10
Por lo tanto, = ¢ A’.
(iii) Siz >0y = ¢ A, entonces
AN Dp(z,A) (ZIZ) =0



Por lo tanto, = ¢ A’.
(iv) Si = 0, entonces
AN D, (z) #0,Ye > 0.

Por lo tanto, A" = {0}.
4) Si X =E" y A es finito, entonces
{p(z,a) : a € A} es finito, Vz € E"
Sea x € E"™ arbitrario y sea
m =min{p(z,a):a € A —{z}}

Entonces m > 0 y tenemos
AN (D, (z) = {z}) =10

Por lo tanto, A" = ().
5)Si X =E y A =7, entonces

AN (DP(Z,Z,{I}) (CU) - {:L'}) =P, Vz ek

Por lo tanto, Z' = ().

1.8. Puntos de acumulacion

En la prueba del siguiente lema nos valdremos de los resultados de la proposicién anterior.

LEMA. Sea (X, 7) un espacio topolégico cualquiera y A C X; entonces:
(a) A es cerrado & A' C A

(by A=AUA
Demostracion: =) Sabemos que si A es cerrado y = ¢ A, entonces

19

y, por consiguiente, x no puede ser punto de acumulacién de A. En consecuencia tenemos que cuando A es

cerrado
t¢A=>a g A

o lo que es lo mismo
reA =>reA

Por lo tanto, A’ C A.

«<)Si A'C Ay x ¢ A, entonces x no puede ser punto de acumulacién de A, por lo que

IB € By 5. AN(B—{z}) =10

y como = ¢ A, entonces también AN B = (), de donde resulta que A es cerrado.

C) Sea z € A; entonces
ANB#0,VB € B,
si AN (B —{z}) # 0, entonces z € A’

si AN (B —{z}) =0, entonces x € A’
D)Seax e AUA'; entonces z € Aoz e A

Ahora bien,

i)Siz € A, entoncesz € Ayaque AC A.

: en ambos casos resulta z € AU A'.

it)Siz € A’ entonces ANB #0, yaque AN (B —{z}) #0,VB € B,

En ambos casos z € A, tal como se queria probar.q

En la parte que sigue inicia la discusion referente al concepto de espacio producto o producto topolégico.

El producto topoldgico de una familia (Xx,7r), de espacios topoldgicos es un espacio topoldgico cuyo
conjunto subyacente es el producto cartesiano de la familia (X\),. La topologia de que se encuentra dotado
este espacio no es arbitraria; mds al contrario, es una topologia muy singular e importante a la que se llega
mediante la manipulacion adecuada de las topologias T de los espacios factores que itervienen en el producto.
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Su importancia radica en que las multiples propiedades que posee enriquecen endrmemente la teoria. De tales
propiedades daremos cuenta una vez construido el concepto.

Para su construccion comenzaremos primeramente analizando los resultados referentes a la manipu-
lacion de topologias aludida arriba. En sequndo lugar haremos un estudio breve de subespacios topolégicos y
topologias relativas para proveernos de conocimientos que nos serdn ttiles en la construccién. Como tercer
paso revisaremos el concepto de funcion e introduciremos el concepto de "funcion” que nos dard la pauta
para arribar a la forma mdas general del concepto de producto cartesiano; de este concepto haremos un es-
tudio comparativo con relacion a sus formas mds simples que haga ver las ventajas que tiene sobre éstas.
Mostraremos también que existe una propiedad universal que caracteriza al producto cartesiano y la hare-
mos extensiva una vez sentado el concepto de producto topoldgico. El cuarto paso consistird en presentar
formalmente el espacio producto, procediendo luego con el estudio de sus propiedades.

Continuaremos la vez préxima.
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Generacion de una Topologia; bases y
subbases.

Miércoles 26 de junio de 1985.

TEOREMA. Sea X cualquier conjunto. Si (7;); es una familia de topologias para X y 7 :nI T;, entonces
1S

T es una topologia para X.
Demostracion: (1) X,0 € 7, porque X,0 € 7;,Vi € I.
(ii) Sea (A;),; C 1; entonces
Ajern,VjeJiel.

Luego
U Ajen,Viel.
JjeJ
Por lo tanto, U A; € 7.
JjeJ

(iii) Sean A;, Ay € T; entonces
Al,A2 S Ti,Vi el.
Luego
Al NAs € T, Vi € 1.

Por lo tanto, Ay N A3 € T.a
Definicién. Sea v cualquier familia de subconjuntos de X, i.e. v C Pot (X); si (7;); es la familia de
topologias que contienen a vy, entonces 7 () :ﬂI 7; es la topologia generada por 7.
1€

Proposicién. a) v C 7 (v)

b) Si v es una topologia, entonces 7 (y) = v

c) Siy C+', entonces 7 (y) C 7 ()
Demostracion: a) De acuerdo con la definicién,

ygn,\ﬁEI

Luego, v C 0 75 l.e. v C 7 (7).
1€
b) Si v es una topologia, entonces v = 7;, p-a. ¢ € I; por lo tanto, ‘01 T =17, 1e 7(y)=1.
1€

c) Supongamos que v C v'; por (a), v' C 7 (v'). Luego, 7 (y') es una de las topologias que contienen a ~y
y, por tanto, contendrd a la interseccién de todas ellas; es decir, 7 (v) C 7 (7').a
Ejemplos: 1) Sea X un conjunto arbitrario y sea

v ={{a} v € X}
Entonces 7 () es la topologfa discreta ya que, por (a),
{z}er(v),Vz e X

y si A C X, entonces
A=U {a}er(y).
a€A

Ademis, si v C v/, entonces, debido a (¢), 7 (y) € 7 (') y, por tanto, 7 (7') también es la topologia discreta.
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2) Sea « la familia vacfa de subconjuntos de X. Por vacuidad v C {X,0}; entonces, por (b) y (c)
T(y) €T ({X,0}) = {X,0}

En consecuencia, 7 () = {X, 0}; es decir, 7 (7) es la topologfa indiscreta.
3) Sea A C X yv={A}. Por (a), A € 7(7); luego

{X, 4,0 C7(v)
Pero {X, A, 0} es una topologia que adem&s contiene a 7. En consecuencia
T(y) = {X, 4,0}
4) Sean, T una topologia para X, AC X y y=7U{A}. Como T C vy {A} C ~, entonces

TCT(y) yAeT(y)

Por el ejercicio 6 sabemos que la topologia mas chica que contiene a 7y a A es
T ={UuU(VnNA)|UV e}

Luego, 7" C 7(y). Pero 7 C 7' y A € 7/, es decir, v C 7'. Por lo tanto, 7 (v) = 7. A esta topologia se le
llama extension simple de 7 correspondiente a A.
Def. Se dice que £ = {K, : a € J} es cerrado bajo la formacidn de intersecciones finitas si para todo
subconjunto finito F de J se tiene QF K, eL.
(e

LEMA. Sea v C Pot (X); si v es cerrada bajo la formacién de intersecciones finitas, entonces 7 () es la
familia de uniones arbitrarias de elementos de .

Demostracion. Sea ¢ la familia de uniones arbitrarias de elementos de 7. Obsérvese que v C §, porque si
A € 7y, entonces A = AU A € §. Por otra parte, al ser 7 () una topologia y v C 7 (), entonces toda unién
arbitraria de elementos de v serd un miembro de 7 (). Por lo tanto,

yCoCT(v)

De aqui que si § fuera una topologfa, entonces no le quedaria mds remedio que ser 7 (7). Veamos que as{
acontece.

(i) Sea 7 la familia vacia de subconjuntos de X . Por vacuidad, 79 C 7y, y como v, es finita, de la hipétesis
se sigue que Myp € 7. Ahora bien, 7o puede visualizarse como la familia (A4;),, con I = (). Por consiguiente

MNMp={zeX|icl=ze A}

El antecedente ¢ € I de la proposicién que condiciona la pertenencia a este conjunto es falso (porque I es
vacio), y se sabe que al ser falso el antecedente de una proposicién, no importa qué sea el consecuente, la
proposicién es verdadera. En consecuencia, todo punto del espacio satisface esta condicién de pertenencia vy,
por lo tanto, Nryp = X. Asi, X €.

Por otro lado, como § es la familia de uniones arbitrarias de elementos de vy y como 7y es la familia vacia de
elementos de 7, entonces no cabe duda de que Uyg es una unién de elementos de v y, por lo tanto, Uyy € 6.
Ahora bien, hablando en términos conjuntistas, es obvio que la implicacién siguiente siempre es verdadera:

r€e€U A;=>Jielsx €A
i€l

y sigue siéndolo aun cuando I sea vacio. Sin embargo, en este caso su consecuente es falso y se sabe que sélo

es posible concluir algo falso mediante una proposicién verdadera si su antecedente también es falso. Por lo

tanto, siendo I vacio, decir que x es elemento de la U A; es decir algo falso; pero no seria falso si esta unién
=

contuviese algin elemento. Como tiene que ser falso, entonces esta unién no puede contener elemento alguno
y, por lo tanto, es vacia. Asi, Uy =0 y 0 € 4.
(it) Sea (A;); C 0; entonces

A; :'UJ Aij, con Aij evy,VjeJ,i el
JjeJi
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Por lo tanto,

U A4;,=U U A4;; = Ais
ier ' icrjes; ¥ Le-JI "
k2

JE€Ji
lo cual, segin se ve, es una unién de elmentos de . Por lo tanto, 'UI A; € 0.
1€

(iii) Sean A, B € §; entonces

A=U A;,con A; €v,YVielyB=U Bj,con B ey, VjeJ
il jeJ

Por lo tanto

ANB=|U ANl U B;)| = A;N B;
<i€I ’) <j€.] J) LGJI (4iN B;)
JjEJ
la cual es también una unién de elementos de vy ya que, por hipdtesis, v es cerrada bajo intersecciones finitas.
Por lo tanto, AN B € 4.

Esto prueba que ¢ es una topologia para X y, por lo tanto, que 7 (y) = d.@

2.1 Bases y abiertos basicos

Julio 15 de 1985.

Si v es cualquier familia de subconjuntos de X, () denotara a la familia de intersecciones finitas de
elementos de 7.

Sequnda tanda de ejercicios. 1. Sea v C Pot (X);

a) Probar que 3 (y)es cerrada bajo la formacién de intersecciones finitas; es decir, que

BB) =8

b) Suponiendo que 7 es tal que

i)Ve e X3G € y5.x € G

11) G1,G2 EYyeT € G1 NGy = AG3 € v.5.7 € G3 §G10G2

probar que cada elemento de 3 (y) es unién de elementos de ~.

Obs. Si v C Pot (X), entonces

i) X € B(y) porque X es la interseccién de la familia vacia de elementos de v, que es finita.

ii) v C B (y) porque cada elemento G de v puede visualizarse como una interseccién finita de un solo
intersectando: G.

En el lema anterior se dio la descripcién de 7 () cuando v es cerrada bajo la formacién de intersecciones
finitas. En seguida daremos la descripcién completa de 7 (7).

TEOREMA. Si v es cualquier familia de subconjuntos de X, entonces 7 () es la familia de uniones arbitrarias
de elementos de 8 (7), es decir, 7 () es la familia de uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos
de 7.

Demostracion. Tenemos

YEBM =T CT(BM)

Pero también
By)CT(v)=7BM) ST

Por consiguiente
() =7(B()

Ahora bien, por (a) del ejercicio anterior, 3 () es cerrada bajo la formacién de intersecciones finitas, de
modo que, aplicando el lema, tenemos que 7 (3 (7)) es la familia de uniones arbitrarias de elementos de 3 (v)
y, por lo tanto, 7 (y) es la familia de uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de v.@

Definicién. Sea (X, 7) cualquier espacio topolégico. Una base de 7 es una familia 3 C 7 tal que todo
elemento de 7 es unién de elementos de 3. Llamaremos abiertos basicos a los miembros de (.
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LEMA. Sea B C T; entonces [ es una base de 7 si, y sélo si,
VA€ TyVae AIB € f.5.a € B C A.
Demostracion: =) Sea A € 7y sea a € A; por ser § una base de 7

A=U Bj,con BjepVje]
jeJ

Luego, a € Bj, p.a. j € J, y claramente B; C A.
<) Sea A € 7 y sea a € A; por hipétesis existe B, € 3 tal que a € B, C A. Luego,

{a} CB, CAVac A

de donde
U {a}CU B, CA
acA a€A

Por lo tanto, A = UA B,. Por lo tanto, 8 es una base de T.@
ac

Ejemplos: 1) T es base de 7
2) En E" la familia de discos abiertos D, (x) es una base de la topologia usual.
3) Otra base de la topologia usual de E* es

{D%(x):xEQ”ykEN}

4) B (7y) es base de 7 (), para cualquier v C Pot (X).

TEOREMA. Sea (X, 7) un espacio topoldgico cualquiera. Si 3 es base de 7, entonces

(a) Ve € XAB€ B.5.x € B

(b) By,Boefyx € BiNBy = dB3 € B.5.x € B3 C B N By

Reciprocamente, si 3 es una familia de subconjuntos de X que satisface las condiciones anteriores, entonces
existe una topologia para X de la cual 3 es base.

Demostracion. Supongamos que 3 es base de 7.

(a) Aplicando el lema anterior al caso particular en que A es igual a X hallamos que, efectivamente, para
cada punto del espacio existe un abierto basico que lo contiene como elemento.

(b) Por otro lado, como 3 es una subfamilia de los abiertos de X, entonces la interseccién de cualesquiera
dos miembros de 3, digamos B; y Bs, produce otro abierto de X. Si ademds esta interseccién no es vacia
entonces, aplicando el lema al caso en que A = B; N By, tenemos que para cualquier x € By N By existe
B3 € 8 tal que x € B3 C By N Bs.

Reciprocamente, supongamos que 3 C Pot (X) satisface las condiciones (a) y (b).

Por el teorema anterior sabemos que 7 () es la familia de uniones arbitrarias de elementos de 5 (3); pero
como (3 satisface (a) y (b), todo elemento de 3 (3) es unién de elementos de 3 (véase (b) del ejercicio 1). Por
lo tanto también todo elemento de 7 () es unién de elementos de 3, lo cual quiere decir que 3 es base de

7(6)-a
Julio 17 de 1985.

El siguiente resultado relaciona el concepto de base con el de base local.
Proposicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y sea 8 C 7. Entonces, 3 es base de 7 si, y sélo
si, para cada punto z en X
B ={B€ep:z € B}

es una base local.

Demostracién. (=) Como a 3, la forman abiertos que contienen a z, entonces 3, C N,.

Por otra parte, si V € N, entonces existe un abierto A tal que x € A C V; y como 3 es base de T,
entonces existe B € 3 tal que x € B C A. Por lo tanto, existe B € (3, tal que B C V. Esto prueba que 3, es
una base local de vecindades en z.

(<) Sea A € 7 y sea a € A; entonces A € N, y como 3, es una base local de vecindades de a, existe
B € 3, tal que a € B C A. De acuerdo al lema anterior, esto basta para asegurar que 3 es una base de T,
con lo cual la proposicién queda demostrada.a
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Ejercicio: 2. Sea (X, 7) un espacio topolégico cualquiera. Si 8 C 8’ C 7y (3 es una base de 7, probar que
también 3’ es una base de 7.

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea v C 7. Si B(v) es base de 7 diremos que v es una
subbase de 7 y llamaremos abiertos subbasicos a los elementos de +.

Ejemplos: 1) En E una subbase de la topologia usual es la familia de intervalos

7:{(a,oo),(—oo,b):a,b€]R}

Las intersecciones finitas relevantes de elementos de v son:

(a,00) N (a',00) = (a",00), con a' = max {a,a'}

(—00,b) N (—o00,b") = (—00,b"), con b"" = min {b,'}

(—o0,b) N (a,00) = (a,b), con (a,b) =0 sia>b.

Por consiguiente, 3 () esta formada por abiertos usuales y contiene a la base de los discos abiertos que en
E son intervalos de longitud positiva; si denotamos por [ a esta base y por 7 a la topologia usual, tenemos

BCB(y)CrT

de modo que, por el gjercicio anterior, 8 () es una base de 7 y por lo tanto v es una subbase.q
2) 7 es subbase de 7 (7), para cualquier y CPot(X).

Julio 19 de 1985.

En seguida veremos que el sistema de axiomas que define al concepto de conjunto abierto puede ser
reducido a dos axiomas sin que esta nocién se vea menoscabada o alterada

Proposicion. Sea X un conjunto arbitrario y sea 7 una familia arbitraria de subconjuntos de X . Entonces,
T es una topologia para X si, y sélo si,

(I) 7 es cerrada bajo la formacién de intersecciones finitas.

(II) 7 es cerrada bajo la formacién de uniones arbitrarias.

Demostracion: (=) Supongamos que 7 es una topologia para X.

(I) Por el tercer axioma de los abiertos sabemos que la interseccién de cualesquiera dos miembros de 7 es
miembro de 7. Més ain, mediante un sencillo argumento inductivo es ficil extender este resultado y asegurar
que la interseccién de cualesquiera n elementos de 7 es también un elemento de 7. En cuanto a la interseccién
de la familia vacia de abiertos (que también es una interseccién finita) ya sabemos que es igual a X que, por
el primer axioma de abiertos, también pertenece a 7. Esto demuestra que 7 es cerrada bajo la formacién de
intersecciones finitas.

(II) T también es cerrada bajo la formacién de uniones arbitrarias pues eso es precisamente lo que significa
el segundo axioma de los abiertos.

(<)Supongamos ahora que 7 es una familia de subconjuntos de X que satisface las condiciones (I) y (I1)
anteriores. Probaremos que 7 es una topologia verificando que satisface los axiomas de los conjuntos abiertos.

(i) Sea 19 la familia vacia de elementos de 7; entonces 79 C 7. Por (I) y (II), tanto Uty como N7y son
miembros de 7; y como

No=X vy Ur=0

entonces X, 0 € T.

(ii) Para cualquier conjunto de indices .J (incluso vacio), la unién de la subfamilia (A4;) ; C 7 es un miembro
de 7, segun se indica en (I7).

(731) De acuerdo con (I), la interseccién de cualquier familia finita de elementos de 7 es elemento de 7; en
particular, la interseccién de cualquier par de miembros suyos es también otro de sus miembros.

Por lo tanto, 7 es una topologia para X, con lo que la proposicién queda demostrada.q



3

Relativizacion.

Julio 24 de 1985.

Nos valdremos de la proposicién anterior para demostrar la que sigue.
Proposicién. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Entonces la familia

T|A={ANU:U €1}

es una topologia para A.
Demostracion. Sea (ANU;); C 71| A, con U; € 7,Vi € I; entonces

U (AﬁUi):Aﬁ <U Ul> ET|A

= i€l

Por lo tanto, 7 | A es cerrada bajo la formacién de uniones arbitrarias.
Por otro lado, suponiendo que I es finito, tenemos que también

nAnU;)=4An <ﬂ Ul> eT|A
i€l i€l
Por lo tanto, 7 | A es cerrada bajo la formacién de intersecciones finitas.

En vista de la proposicién anterior, esto demuestra que, efectivamente, 7 | A es una topologia para A, que
es lo que se queria.q

Definicién. Sean, (X, 7) un espacio topoldégico y A C X. Llamaremos topologia inducida por 7 en
A a la topologia 7 | A descrita en la proposicién anterior y nos referiremos a la pareja (A,7 | A) como a
un subespacio topolégico de (X, 7). Los abiertos de 7 | A se llaman abiertos en A o abiertos rela-
tivos. Para evitar equivocos y no confundir los abiertos del espacio con los de algin subespacio, llamaremos
abiertos absolutos a los elementos de 7 cuando lo creamos necesario.

Ejemplos: 1) Si 7 es la topologia discreta, entonces 7 | A es la topologia discreta en A; i.e. todo espacio
discreto induce subespacios discretos.

2) Si 7 es la topologia indiscreta, entonces 7 | A es la topologia indiscreta de A; i.e. todo espacio indiscreto
induce subespacios indiscretos.

3) Sea 7 ={X,A,0} y sea B C X; entonces

B_{ {B,0},siBCA6BC XA
= {B,ANB,0},siANB#0y (X-A)NB#0

El resultado que sigue establece la descripcién de los conceptos basicos en subespacios topolégicos.
TEOREMA. Sean, (X, 7) un espacio topolégico y A C X; entonces

(a) B C A es abiertoen A& B=ANU, p.a. U €.

(b) C C Aescerradoen A< C =AND, con D cerrado absoluto.

(¢) Para z € A, toda familia relativa de vecindades de z, N, 4, es de la forma

{ANV :V e N}
(d) Si B, es una base local en x € A, entonces
Bz,A = {AQBB S Bz}

es una base local relativa en x.
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(e) Si B es una base de 7, entonces
Ba={ANB:BEepj}

es una base de 7 | A.

(f) Si B C Ay x € A, entonces x es punto de acumulacién de B en A si, y sblo si, z es punto de
acumulacién de B en X. 4 4 o

(9) Sea C C A; si denotamos por C" a la cerradura relativa de C, entonces C° = AN C.

Julio 26 de 1985.

Demostracion. (a) B es abiertoen A< Ber| A& B=ANU,p.a. UEer.

(b) Por (a), C es cerradoen A <& A — C es abiertoen A & A—C = ANU, p.a. U € 7. Para despejar
C de esta ecuacién tomemos los complementos absolutos de ambos miembros e intersectémoslos con A. Al
tomar los complementos tenemos

X-A-0O)=(X-AulC=X-(AnO)=(X-AUX-0)
e intersectando con A:
AN(X-AUCI=AN[(X -A)uU(X -U)|=An(X-1)

y como C C Ay U € 7, entonces, haciendo D = X — U, tenemos que D es un cerrado absoluto y que
C=AND.

(c) Sea W una vecindad relativa de z en A, entonces W es un subconjunto de A que contiene un abierto
relativo que contiene a z; i.e. para alguna U € 7 se tiene que x € ANU C W. Siendo asi, es claro que
z €U CWUU, lo que significa que W UU € N,. Luego

AN(WUU) = (ANW)U(ANT) =W UANT) =W

Por lo tanto W es la interseccién de A con una vecindad absoluta.
Reciprocamente, si V € N,, entonces x € U C V, p.a. U € 7 y como z € A, entonces

r€EANUCANV

lo que significa que ANV € Ny 4.

Esto demuestra que Ny 4 = {ANV :V € N, }.

(d) Sea ANV € Ny a; por (¢), V € Ng; por lo tanto existe B € B,, tal que B C V. Luego, ANB C ANV,
por lo tanto B, es una base local relativa en x.

(e) Por (a), ANB € 7| A, paracada B € 3. Sea ANU € 7| A, donde U € 7. Entonces

U :'UI B;,con B; € g,Vie T
1€
Por lo tanto

ANU=U (ANB)
el

con lo que (4 resulta ser base de 7 | A. (;Sera valida la proposicién en sentido contrario?)
(f) Supongamos que z es punto de acumulacién de B en A. Sea V € N, ; entonces

BNANV)—{z}] #0

y como B C A, entonces

BNV —{z}) #0

lo que significa que z es punto de acumulacién de B en X.
Reciprocamente, si x es punto de acumulacién de B en X, como

BNV —{z}) = BN[(ANV) —{z}]
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entonces, al no ser vacio el primer miembro, tampoco lo es el segundo y por lo tanto z también es punto de
acumulacién de B en A. . .
(9) Hay que probar que C° = ANC.
— —A —
C) Por (b), AN C es un cerrado en A que contiene a C. Luego, C° C ANC.
D)Seaxe ANC ysea ANV € N, 4, donde V € NV,. Como C C A, tenemos

CNANV)=(CNANV=CNV #0

lo que significa que z € 5A.@
Ejercicio: 3. Sea B C A; probar que
i) B abierto absoluto = B abierto relativo
ii) B cerrado absoluto = B cerrado relativo.
Continuaremos la vez préxima.

Lunes 29 de julio de 1985.

En la clase del dia 26 hubo la duda de si el inciso (e) podria presentarse como:
Ba C 7| Aesbase de 7| A si, y sélo si, existe una base 8 de 7 tal que

Ba={ANB:Begj}

Lo que veremos a continuacion es el ejemplo de una base relativa para la cual no existe base absoluta que
satisfaga la igualdad anterior.

Sea X = {z1,2z2} v sea 7 la topologia discreta de X. Obsérvese que toda base 3 de 7 contiene tanto a
{z1} como a {z2}, ya que, por ejemplo, si {z1} ¢ 3, entonces {z;} no seria unién de elementos de j3; y lo
mismo para {z»}. Ahora bién, sea A = {z1} y sea B4 = {A}; entonces S84 es base de 7 | A = {A,0}. Ysi g
es cualquier base de 7, entonces

De{ANB:Be€pB},pues {z1}N{z} =10

Como () ¢ (4, entonces en este caso la igualdad de arriba jamds se verifica, y esto es lo que se querfa
demostrar.q

Del teorema anterior se desprenden algunos resultados menores.

COROLARIO. Sean, (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Entonces:

a) Si A es abierto absoluto, entonces todo abierto en A es abierto absoluto.

b) Si A es cerrado absoluto, entonces todo cerrado en A es cerrado absoluto.

¢) Si B C A, entonces int 4B D intB, coincidiendo cuando A es abierto en X.

d) IntaB=Anint[(X — A)U B]

e) 04B=AN(BNA-B) C AN 0B, coincidiendo cuando A es abierto en X.

Demostracion. a) Por (a), todo abierto en A es de la forma ANU, con U € 7. Por eso, si A € T, entonces
también ANU € 7.

b) Por (b), todo cerrado en A es de la forma AN D, con D cerrado absoluto. De aqui que si A es un cerrado
absoluto, entonces también A N D es un cerrado absoluto.

¢) IntB es un abierto absoluto contenido en B, y como B C A, resulta que también intB es un abierto en
A contenido en B. Luego, intB C int4B. (Mas adelante veremos que la contencién puede ser propia). Por
otra parte, si A es abierto, entonces, debido a (a), también int 4B es un abierto absoluto contenido en By,
por consiguiente, int 4B C intB. Por lo tanto, si A es abierto, entonces int4B = intB.

d) Se sabe que en cualquier espacio topoldgico el interior de un conjunto es el complemento de la cerradura
de su complemento. En particular, en (A, 7 | A) tenemos que

int\B = A-A—B =A-[ANA—B]=An(X-A-B)
= Anint[X — (A-B)] = Anint[(X — A)UB)

1, Es cierto que intaB = AN intB?
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e) Por (g) y por definicién de frontera tenemos
0.B=B'nA-B"'=AnBnA-B
y como A — B C X — B entonces
O0AsBCANBNX —B=ANOB

Supongamos ademds que A es abierto;

X-BC(X-AUA-B)=(X-AUA-F

Luego _
ANBNX-BCANBN[(X-A)UA-B]|=AnNBNA-B
y por lo tanto 94B = ANO0B.a
Observacién. Tanto en (¢) como en (e) las inclusiones pueden ser propias.
En efecto, pensemos, por ejemplo, en Q y en E.
¢) Ya sabemos que intQ= 0, pero intgQ = Q. Por lo tanto, intpQ # intQ.
e) También sabemos que dQ = E, por lo que QN IQ = Q; y como 9pQ = 0...
Ejercicio: 4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico cualquiera y sea A C X. Se sabe que

T ={UU(VnNA):UV er}

es la topologia generada por 7 U {A}. Probar que 7 | A =7 | A.
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4

Repaso del Concepto de Funcién y Producto
Cartesiano

Julio 31 de 1985.

Definicién. Una funcién es una terna (4, f, B) en la que A y B son conjuntos tales que B # () si A # (.
Si A # D, entonces f es una regla que asocia un elemento de B, y solamente uno, a cada elemento de A. Si
A = 0 y B arbitrario, entonces f es la pareja (4, B).

Ya es tarde; continuaremos la vez proxima.

4.1 Secciones y Retracciones en Set

Viernes 2 de agosto de 1985.

Si (A4, f, B) es una funcién, entonces:

a) Los conjuntos A y B se llaman dominio y codominio de la funcién, respectivamente. Cuando no
se encuentran explicitos en el contexto, podemos referirnos a ellos escribiendo dom f y cod f.

b) El elemento asociado al elemento a de A por medio de f se denota por f(a) y se llama valor de la
funcién en a.

c) El conjunto de valores de la funcién

{f(a):a€ A}
se llama imagen de la funcidn.

d) Otras notaciones para la funcién (A, f,B) son: f: A — B, A L Bo simplemente f.
e) Si A’ C A, entonces la imagen de A’ bajo la funcidn es el conjunto

{f(a):ae A’}

y se denota por f (A').

f) La identidad en A es la funcién (A4, f, A) tal que f (a) = a,Va € A. Se denota por 14 0 ida.

g) La igualdad de dos funciones (A, f,B) y (4’,g,B’) ocurre si, y solamente si, A = A', B = B’y
f(@) =g(a),Vae A

h) Si se tienen las funciones A ENY; JEN C, la composicién de f con g es la funcién
gf : A — C tal que gf (a) = g (f (a)),Va € A.

i)Si A"CA,B'"CBy f(A") C B’ entonces la restriccién de f: A - B a A’ y B’ es la funcién
F15: A" = B tal que f |5 (a) = f(a),Vae A’

Si A'= A, en vez de f |§ se escribe f|P'. Si B' = B, entonces se escribe f | A’ en lugar de f |5,.

j) Sea f: A — B una funcién arbitraria. Se dice que f es inyectiva cuando de la igualdad f (a) = f (a')
se sigue que a = a’. Se dice que f es suprayectiva si f (A) = B. Finalmente, se dice que f es biyectiva si
es simultdneamente inyectiva y suprayectiva.

k) Una funcién r : A — B se llama retraccién en Set si existe una funcién s : B — A tal que la
composiciéon rs = 1g. En tal caso s recibe el nombre de seccién en Set.
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Ejemplo: Si X es un conjunto arbitrario, una familia de subconjuntos de X viene dada por una funcién
@: A — Pot (X)

en la cual A es un conjunto de indices. Para cada A € A, ¢ () C X, y si hacemos Ay = ¢ ()\), entonces
@ (A) = (Ax),. Si A =0, entonces ¢ representa la familia vacia de subconjuntos de X.

Agosto 5 de 1985.

Ejercicio: 5. (a) Sea A un conjunto arbitrario. Probar que

aj) sicod f = A, entonces 14f = f

as) si dom f = A, entonces fly = f

Ademsds, 14 es la tnica funcién ¢ : A — A que satisface estas condiciones.

(b) Una funcién f : A — B es constante si la cardinalidad de f (A) < 1. Demuestre que son equivalentes:
by) f es constante

bs ) Para dos funciones cualesquiera g, h : C — A se tiene que fg = fh.

(c) Sea f: A — B cualquier funcién; si (4)), es cualquier familia de subconjuntos de A, pruebe que:

o) 7 (\9,4n) =, £ (40

¢ N Ay Cn A
2) f (AeA A> SRANFACSY

Dé un ejemplo en el cual se muestre que la contencién anterior puede ser propia.

(d) Si f: A — B es una funcién arbitraria y B’ C B, entonces la imagen inversa de B’ bajo f es el
conjunto

{a€ A: f(a) € B'}
que se denota por f~! (B'). Si (By), es cualquier familia de subconjuntos de B, probar que:

1) £ (0, B) =y, 77 B)
dz) f7 ( N BA) =0, 7By

AEA

4.2 Producto Cartesiano

A partir de esta definicién, en lo sucesivo distinguiremos entre una funcién y una “funcién”.

Definicién. Una “funcién” (entre comillas) es una pareja (A, f), donde A es un conjunto arbitrario. Si
A # D entonces f es una regla que asocia a cada elemento de A un elemento de algin conjunto. Si A = 0,
entonces f es la pareja (4, A).

Si (A, f) es una “funcién”, entonces:

(a) El elemento asociado al elemento a de A por medio de f se denota por f (a) y se llama valor de la
“funciéon” en a.

(b) Si A’ C A, entonces la imagen de A’ bajo la “funcién” es el conjunto

{f(a):a€ A"}

que también denotaremos como f (A').

(c) Si (A, f)y (B,g) son dos “funciones” tales que f (A) C B, entonces (A,gf) es la “funcién” tal que
9f (@) = g (f (a)).

Definicidén. Sea X un conjunto arbitrario. Si (X), es una familia cualquiera de subconjuntos de X,

entonces el producto cartesiano de (X,),, al que denotaremos como [[ X}, es el conjunto de todas las
AEA
“funciones” (A, f) tales que si A € A entonces f (A\) € X,. En tal caso, llamaremos A-ésima coordenada

de (A,f) al valor de esta “funcién” en A.
Ejemplos: 1) Consideremos el caso en que A = {).
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De acuerdo con la definicién de “funcién”, en este caso f es la pareja (A, A) y tenemos que

(A, 1) = (A, (A, A))

por lo que el producto cartesiano resulta un conjunto de un sélo elemento, a saber:

[T x5 = (@, @.0)}

AEA

2) Si consideramos dos conjuntos arbitrarios A; y As, entonces A = {1,2} y podemos establecer una
correspondencia biunivoca entre el producto cartesiano [[ Ay y el conjunto de parejas ordenadas

AEA
{(al,a2) tar € Al,GQ S AQ}

volviéndose indistinguibles uno del otro. (En conformidad con la teoria de los conjuntos, sélo la cardinalidad
hace distinguible a un conjunto de otro conjunto).
Por otra parte, si A, por ejemplo, es vacio, entonces la proposicion

AeA= f(A) e Ay

tiene consecuente falso para A = 1. Esto hace imposible la existencia de “funciones” (A, f) que satisfagan esa

proposicién y, por lo tanto, [[ Ax = 0. En general, si A # () pero X, = 0, p.a. A € A, entonces [[ X = 0.
AEA AEA
3)Si A={1,2,...,n}, entonces [] X, es biyectable con
AEA

{(x1, 22, ...,xy) 1 2; € X;,Vi € A}
Definicién. Sean, X un conjunto y (X,), una familia de subconjuntos de X. Si A # 0, entonces la

A—“proyeccién” esla “funcién” | [[ X, Py | tal que Py (A, f) = f (). (Para no cargar mucho la notacién
AEA
escribiremos Py (f) en lugar de Py (A, f).)

La A—proyeccidn (sin comillas) es la funcién (también sin comillas)
Py: ] X» = X tal que Py (f) = f ().
AEA

Ejemplo: 4) Sea A = {1,2} y supongamos que 4, = {a,b,c} y A> = {¢,d}. Enumeremos los elementos del
producto cartesiano; tenemos:

A fi); fi(l)y=a, f1(2)=c

((//\\71}2)); ]}2 ((1)):a, §2 EQ; =d

»J3)5 3 1 :b, 3 2)=c¢

E\AA: (A, fa); fa(1) =0, fa(2)=d
(A fs); fs(1)=¢, f5(2)=c

(A, fe); fe(1)=c, f6(2)=d

Hagamos ahora

W ={(a,¢),(a,d),(bc),(b,d),(c,c),(c,d)}
y definamos

g : W — Ay como gy (a1,a2) = ay,VA € A

Finalmente, definiendo

e[ A=W
AEA
como

QO(fl) = (a'ac)ﬂo(f?):(avd)v¢(f3):(bac)a
<p(f4) = (bad)7<p(f5):(cac)7¢(f6):(cad)
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obtenemos una biyeccién entre el producto cartesiano y el conjunto de parejas ordenadas.
Noétese que al componer gy con ¢ obtenemos la A-proyeccién Py. Por ejemplo:

Q1 (f1) = qi (¢ (f1)) = qu (b,d) = b= Py (fa);

0, por ejemplo
@ (f1) = @2 (¢ (fa)) = @2 (b,d) =d = P> (f4).

El nombre de A-proyeccién deriva de la interpretaciéon geométrica que esta funcién tiene. Por ejemplo,
suponiendo que en el caso anterior A; y A2 son subconjuntos de R, entonces con P; (f4) obtenemos al punto
b como proyeccion sobre el eje x, y con P (f4) obtenemos al punto d como proyeccion sobre el eje y.

Veamos algunas propiedades del producto cartesiano.

Proposicién. Sean (X)), y (Ax), dos familias de subconjuntos de X tales que Ay C X,,VA € A.

Entonces [[ Ax C ] Xax.
XEA XEA
Demostracion. Sea (A, f) € [ Ax; de acuerdo con la definicién de producto cartesiano,
XEA

FINeA VA EN  fN)eXnVAeA  (Af)e]] Xra
AEA
Proposicién. a) Sea [[ X, el producto cartesiano de la familia (Xy),; entonces los elementos (A, f) y

AEA
(A, g) del producto cartesiano son iguales si, y sélo si, Py (f) = Py (g) ,VA € A.

b) Si M es un conjunto arbitrario, entonces dos funciones

hk: M =] X
AEA

son iguales si, y sélo si, P\h = P\k,VX € A.

Demostracion. a) (A, f) = (A, g9) & f(AN) =g(N\),VAeEA < P (f)=P(g9),VA € A.

b) Es claro que si h = k, entonces Pyxh = Py\k,V)\ € A.

Reciprocamente, supongamos que Pyh = P\k,V\ € A. Tomemos m € M arbitrario; entonces al considerar
las A\-“proyecciones” de los elementos h (m) y k (m) del producto cartesiano tenemos

Py (h(m)) = Pxh(m) = Pxk (m) = Py (k (m))

de modo que, aplicando (a), resulta h (m) = k (m) y, por lo tanto, h = k.a

4.3 Propiedad Universal del Producto Cartesiano

Agosto 9 de 1985.

TEOREMA. Sea (X)), una familia arbitraria de subconjuntos de X. Si
(g 1 Z = X))y

es una familia cualquiera de funciones con dominio comin Z, entonces existe una funcién, y sélo una,

g:Z—)H X
AEA

tal que Png = gx,V\ € A.
Demostracion de la existencia. Para cada z € Z existe una regla f, que asocia a cada A un elemento de

X, asaber: f,(X) =gx(2). Seag:Z — [[ X\ la funcién tal que g (2) = (A, f.). Entonces
AEA

Pag(z) = PAx(A, f2) = f- (N) = ga(2) ;.. PAg = gx, VA €A
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Demostracion de la unicidad. Supongamos que g’ : Z — [[ X, es cualquier funcién tal que Pyg' =
AEA

gx, VYA € A. Entonces Pyg' = Prg,VA € A, de modo que, por el inciso (b) de la proposicién anterior se tiene
g’ = g, con lo cual el teorema queda demostrado.q

Definicién. Sea (X)), cualquier familia de subconjuntos de X. Se dice que una familia de funciones
(f» 1Y — X)), tiene la propiedad universal del producto cartesiano si para cualquier familia (g : Z — Xy),
existe una funcién, y solamente una, g : Z — Y tal que fyg = g,V € A.

Ejemplo: Del teorema anterior se desprende que para cualquier familia (X,), de subconjuntos de X, la

familia de A-proyecciones
(P)\ :H X\ — X>\>
A

AEA

es una familia con la propiedad universal del producto cartesiano. Notese pues la existencia de una familia
de funciones con tal propiedad para cada familia de subconjuntos de un conjunto dado.

En la parte que sigue nos valdremos del siguiente lema cuya sencilla demostracién aqui se omite.

LEMA. Sea f : A — B una funcién arbitraria; son equivalentes:

(a) f es biyectiva

(b) 3lg: B = As.gf =14, fg=1B

Si esto ocurre g se llama funcién inversa de f y se denota por f~!.

Teniendo presente: 12 que desde la perspectiva conjuntista dos conjuntos se miran como un mismo objeto
teorico siempre que entre ellos pueda definirse una correspondencia biunivoca y, 22 que dos funciones son
esencialmente una y la misma siempre que mediante una correspondencia biunivoca entre sus dominios pueda
pasarse de una en la otra, lo que establece el siguiente resultado es que para cada familia de subconjuntos de
un conjunto dado la familia de funciones con la propiedad universal del producto cartesiano es esencialmente
unica. Toscamente dicho, el resultado establece la esencial unicidad del producto cartesiano de una familia
de conjuntos.

Proposicién. a) Si (fr:Y — X)), tiene la propiedad universal del producto cartesiano y h: W — Y
es una funcién biyectiva, entonces la familia (fah: W — X,), también tiene la propiedad universal del
producto cartesiano.

b) Si (fa:Y — X)), v (f) :Y' = X)), tienen la propiedad universal del producto cartesiano, entonces
existe una funcién, y solamente una, h: Y — Y’ tal que fih = fi,VA € A. Ademds, esta funcién es biyectiva.

Demostracion. a) Sea (gx : Z — X)), cualquier familia de funciones. Por hipétesis existe una dnica funcién
g : Z — Y tal que f,g = g). Por otra parte, como h es biyectiva, también existe su funcién inversa,
h=!':Y — W, y podemos considerar la composicién h~'g : Z — W, para la cual tenemos

(frh) (W tg) = fr (b Y) g= frg = gr

Esto demuestra la existencia de la funcién requerida. Para demostrar su unicidad supongamos que k : Z — W
es una funcién tal que (fah)k = gx. Entonces fy (hk) = gx; y como g es la tnica funcién que satisface
esta igualdad, entonces hk = g, de donde, dada la biyectividad de h, resulta k = h~'g. Esto prueba que
(fah : W — X,), tiene la propiedad universal del producto cartesiano.

b) Puesto que, por hipétesis, (f} : Y' — Xy), tiene la propiedad universal del producto cartesiano, en-
tonces, al considerar la familia (fy : Y — X)), tenemos que existe una funcién dnica h : ¥ — Y tal que
fih = fx. Andlogamente, puesto que también (fy :Y — X)), tiene la propiedad universal del producto
cartesiano, al considerar la familia (f} : Y' — X)), tenemos que existe una funcién tnica A’ : Y’ — Y tal
que fah' = f}. Observemos ahora las composiciones siguientes:

fX(BRY) = (fAh) I = fxh' = f3
KR = (W) h=fih=fi
Por el inciso (a) del ejercicio 5 sabemos que las tnicas funciones con estas propiedades son ly: y 1y, o sea

que hh' = 1y+ y h'h = 1y. Luego, debido al lema anterior, tenemos que h es biyectiva y que h' es su funcién
inversa.a

Agosto 12 de 1985.



4.3. Propiedad Universal del Producto Cartesiano 35

FEjercicio: 6. Sea (X)), una familia arbitraria de subconjuntos de X. Si Ay C Ay Uy C X),VA € Ay,

entonces hacemos e
[(UM)4,] :H X}, donde X} = { xstAE A

AEA U}\, Sl)\EAl

Probar:

a) [(Una,] =,0, [UA]
b) Si A € Ay Uy C Xy, entonces [Uy] = Py (Uy).

Ejemplos: 1) Sea (X)), una familia arbitraria de subconjuntos de X y sea

I x = {(A,f,/\LGJA X>\> () € X\, VA€ A}

AEA

Si para cada A € A se define la funcién

!
P ;H X, = Xy
AEA

como Pj (f) = f (X), entonces la familia de funciones

(P)":HIXA—>X>\>
A

AEA

tiene la propiedad universal del producto cartesiano.

Dem. Ya sabemos que la familia de A-proyecciones tiene esta propiedad; entonces, debido a la proposiciéon
anterior, basta demostrar que existe una funcién biyectiva h tal que Pyh = Py.

Sea entonces

/ .
h:H X, —)H X, definida cornoh(A,f,}\gA X>\> = (A, f)
AEA A€A

y consideremos también la funcién

W X —>H' X dada por k' (A, f) = (A,f, U X>\>
AEA AEA A€A

De las composiciones de una con la otra tenemos

'
h'h <A,f, ALEJA X)\>

oo )

h' (Avf) = <A’f’)\gj\ X}\)

hhl (Aaf) = h(hl (Aaf)) =h (Aafa/\LélA X)\) = (Aaf)
de modo que, debido al lema anterior, h'h = 1 =7 hh' =1 I x> lo que significa que h es biyectiva.

AEA AEA
Luego, debido a la proposicién anterior, la familia

(PAh N X>\>A

AEA

tiene la propiedad universal del producto cartesiano, y como para toda A € A se tiene

P (81,0, %) =P D = F ) = K ()
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entonces resulta precisamente lo que habia que demostrar.q

Observacidn. Ya sabemos que si Ay C X,VA € A, entonces [[ Ax CJ] Xx. Sin embargo, en el caso
XEA XEA

! . o . . !
de ] no necesariamente ocurre esto pues el codominio de las funciones que son elementos de [[" X es
AEA

U X, en tanto que el de las funciones que son elementos de H Ay es U Ay que, desde luego, no tiene
XEA
por qué coincidir con la unién anterior; luego, las funciones pueden ser dlstlntas. (Willard, en su tratado de

topologia general, comete el error de decir que []' Ay C ] X»).
XEA XEA
2) Sean, X un conjunto arbitrario, n € N y hagamos A = {1, 2, ...,n}. Definimos, el conjunto X™ como

{(x1,22,...,2pn) s x; € X,Vi € A}
y, para cada i € A, la funcién
P X" - X como P, (T1,%2, ., Tp) = T;

Entonces R
(Pi X" X)A

es una familia con la propiedad universal del producto cartesiano.
Dem. Hagamos X, = X,VX € A y definamos las funciones:

h X”—)H Xy, por h(zy,za,...,2,) = (A, f), donde f (i) = z;;
AEA
[T Xx = X7 tal que b (A, f) = (f (1), [ (2), ., f () -
AEA

Al componer una con la otra tenemos

Wh(zy,.oen) =h (b (21, 0) =h A F) = (F (1), f(n) = (@1, 20)
hh’(A,f)Z (W (A 0) =h(f (1), f(2),- f(n) = (A, f)
1

S Wh=1xny hh' =
E[

lo que significa que h es biyectiva. Ademaés
Pah (21,23, .o zn) = Pr (A, f) = f (A) = &x = Pa (21,22, 0, T0) 5
en consecuencia, y debido a la proposicién anterior, resulta que la familia
(ﬁi X7 X)A
tiene la propiedad universal del producto cartesiano.a
Agosto 14 de 1985.
3) Sean X, Xa,..., X, € X y hagamos
Xy x Xo x - x X, ={(x1,22, ..., 2p) : ; € X;,Vi € A}, siendo A ={1,..,n}
Para i € A, P; es la funcién
P Xy xXox- - x X, = X; dada por P; (T1,%2, ..y Ty) = x;, Vi € A.
Entonces la familia de funciones

(15,»:)(1><X2><---><Xn—>Xi)A
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tiene la propiedad universal del producto cartesiano.
Dem. Procederemos como antes, definiendo las funciones

h:X; x--xX, =[] Xas.h(z1,..,zn) = (A, f), con f(A) =zx,VAEA

AEA
h' :,\I;[A Xy Xy x- - xXps.MAH=(Q),....f(n)
Entonces
Wh(zy,.oxn) =h' (h(z1, . 20) =B (A f) = (F (1), ., f (n) = (21, ., 2n)
hh’(A,f) =h(W (A f)=h(fQ),...f(n )) (A, f)
“hh= 1x, xXoxxXn ¥ hh' = IHX

Por lo tanto h es biyectiva. Luego, segtin la proposicién anterior, la familia (Pyh) , tiene la propiedad universal
del producto cartesiano; pero Pyh = Py, ya que para cualquier A € A se tiene

P/\h (xla"'axn) = P/\ (Aaf) = f(A) =T\ = 15)\ (xla"'axn)

Por lo tanto, la familia (15)‘) A tiene la propiedad universal del producto cartesiano, como se habia asegurado.q

Observacion. Nétese que en este caso es cierto que si 4; C X;,Vi € A, entonces
A x Ao x -+ x A, CX; xXog XXX,

Por otra parte, también es importante sefialar que nuestra definiciéon de producto cartesiano nada dice del
orden en que este producto se efectie pues, valiéndose del concepto de “funcién”, el orden que entre si
guarden los factores (si es que hay tal) es absolutamente irrelevante en la definicién del producto. No asi en
el caso de X7 x X3 x --- x X, pues cuando en su definicién se exige que la i-ésima componente de cada
eneada sea un elemento del i-ésimo conjunto correspondiente se impone implicitamente el orden en que los
conjuntos se hayan multiplicado, siendo asi que, por ejemplo, si X; # X», entonces

XlXX2X"'XXn7éX2XX1X---XXn

4.4 Producto cartesiano de una familia de funciones

4) Sean (X»), y (Ya), dos familias de subconjuntos de X y Y, respectivamente. Supongamos que para cada
A € A existe una funcién fy : X, — Y, y consideremos la familia

<f>\P>\ 1 X - YA)
A

AEA

Como la familia

)

AEA

de A-proyecciones de la familia (Y3), tiene la propiedad universal del producto cartesiano, existe una funcién

Unica
Hf>\ :H X —)H Y\

AEA AEA

tal que gAILfx = faPx. A esta funcién se le llama producto cartesiano de la familia de funciones (fy),.
Ya sabemos cudles son su dominio y su codominio. Para tener un total conocimiento de ella debiéramos
averiguar cudl es su regla de correspondencia. Tendremos descrita esta regla cuando digamos qué “funcién”

(A,g) de ] Y. asocia IIfy al elemento (A, f) de H X,; para ello hay que hallar la relacién que a través
AEA
de IIf\ existe entre la regla g de (A, g) y la regla f de (A, f). Esta relacidn es ficil de hallar valiéndonos de

la igualdad anterior.



4.5. Producto Topologico y Topologia de Tychonoff 38

En efecto, si (A,g) =IIf\ (A, f), entonces, en vista de aquella igualdad, por un lado tenemos que

OILfA (A f) = ax (A, 9) = g (M)

mientras que por otro lado

AP (A f) = A (f (V)

Por lo tanto g (A) = fx (f (A)). Esta es la parte esencial en la descripcién de la funcién I1fy.a
FEjercicio: 7. Sea (X»), una familia arbitraria de subconjuntos de X; si Ag es un elemento fijo de A y (4;);
es una familia de subconjuntos de X},, pruebe:

o [y 4] =y, 14

b) [m A,} =n [A].

13 iel
Agosto 16 de 1985

LEMA. Sea (X)), una familia arbitraria de subconjuntos de X; si Ay, By C X,VA € A, entonces

(H AA> N (H B>\> =II (Axn By

AEA AEA AEA

Demostracion. (O) Como Ay N By C Ay y Ay N By C B, entonces

[I (AxnBy)CI] Axy [I (AxnBy) CJ] Ba
NEA xEA XEA XEA

I (AN B)y) C (H AA)“(H B>\>

AEA AEA AEA

(C) Sea (A, f) € <H A>\> N (H B>‘>; entonces (A, f) €[] Axy (A, f) €11 Bx; .. f(N) € Ax y

AEA AEA AEA AEA
f(/\) € B),VA € A; . f(/\) € AxN By,VA € A; . (A,f) € H (A)‘ ﬁB,\);
AEA

() (me) e wom

El lema esta demostrado.a

4.5 Producto Topoldgico y Topologia de Tychonoff
Definicién. Sea (X, 7)), una familia arbitraria de espacios topoldgicos, donde (X)), es una familia
arbitraria de subconjuntos de X. Llamaremos producto topolégico de (X, 7\), al espacio topolégico

< IT X, T> en el cual 7 es la topologia generada por la familia
AEA

v =A{[Ux]: Ux € 1\, YA € A}.

A esta topologia se le llama topologia de Tychonoff para [[ X,. Denotaremos al producto topolégico
AEA

de (X, 7a), como [] (X, 7a).
AEA

Proposicién. Si v = {[Us] : Ux € 75, VA € A}, entonces

ﬁ(')/) = {[UA17U>\2’ B U>\n] : U>\i € TAi}
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Demostracion. C) Sea B € 3 (); entonces B :AemAl [Us], con [Uy] € 7,V € Ay, siendo A1 un subconjunto
finito de A. Haciendo A; = {\1, ..., A} tenemos, por (a) del ejercicio 6, que
B = [(Ux)a,] = [Ux,,Uny, -.Un,]
D) Por el mismo ejercicio tenemos que
[Unys Ungs -0, Un, ] = [Un, ] N [Un,] N -+ - N[0, ]

lo que significa que toda expresién de este estilo es una interseccién finita de elementos de v, o sea, un
miembro de £ (7).a
Proposicién. Sea Ay C X,V € A. Si 7 es la topologia de Tychonoff para [[ X}, entonces la topologia

AEA
de Tychonoff para [][ A, coincide con 7 | [] Aa.
XEA AEA
Demostracion. Sea 7' la topologia de Tychonoff para [] Ax. Por la proposicién anterior, una base para

AEA

T’ es

{[U,\1 r\lA)\l,U,\2 ﬁA)\2, ...,U,\n ﬁA,\n] : U)‘i € T,\i}

Por otra parte sabemos que si A C X y § es una base de la topologia de X, entonces {AN B : B € 8} es
una base de 7 | A. Por lo tanto

{[U,\UU,\Z,...,U)‘“]F\I H Ay U)‘i € T,\i}

AEA

es una base de 7 | [[ Ax. Por el lema anterior tenemos que
AEA

[U)\l,UAQ,...,UAn]ﬁ H Ay = H AS\, donde
AEA AEA
A = XanNAx=A\siA#N,Vie{l,2,..,n}
A Ur, NAy,si A=\, pa.i€{l,2,..,n}
[U}\I,U)\2,...,U)\n]ﬁ H Ay = [U>\1 ﬁA)\l,U)\2 ﬁA)\2,...,U)\n ﬁA)\n]
AEA

Esto prueba que las bases descritas son iguales. Por lo tanto 7 | [ Ax =7".@
XEA
Continuaremos la vez préxima.

Lunes 19 de agosto de 1985

Ejemplo 1. Sea A = ); se sabe que en este caso [[ Xx = {(0, (0,0))}; por lo tanto, 7 = {(0, (§,0)),0} y
AEA
v=0.
TEOREMA 1. Sea (X, 7a), una familia arbitraria de espacios topolégicos y supongamos que C C X,VA €
A. Entonces:

a) H C’)\ = H C>\
XEA XEA
b) Si cada C) es cerrado en (X, 7)), entonces [[ C, es cerrado en [] (X, 7))
XEA XEA
Demostracion. a) Consideremos primero el caso en que A = (). Como sélo hay una familia vacia de

subconjuntos de X, entonces
H X)\ :H C’)\ :H C_M H C’)\ :H C_A
AEA AEA AEA AEA AEA

Si A # () pero Cy, =0, p.a. \g € A, entonces Cy, = 0;

qlev=o Il a=0- I v =TI C

AEA AEA AEA AEA
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Supongamos que A # ) y que Cy # (), VX € A. Verifiquemos primero la contencién de izquierda a derecha: Sea

(A, f) € T] Ch;hay que probar que f (\) € Cy,VA € A. Sea \g € A arbitrario y sea Uy, cualquier vecindad
XEA
abierta de f (Xo); .. f (Ao) € Uy, € Ta,; Pero entonces [Uy,] € v C 7, donde v es la subbase de la topologia

de Tychonoff de [[ Xy, y como f (X\g) € Uy,, entonces (A, f) € [Uy,] € N(‘j\ pi - Ox]N IT Ox # (. Por
AEA ’ AEA

el lema anterior
XaNCy\=Cy,siA# X
U,\0 ﬁC)\O, siA= X\

[Ux10 J] €5 =]] €4, donde C} =
A€EA AEA
En consecuencia, ninguno de los factores de este producto puede ser vacio; y como Ay se escogié arbitraria-
mente en A, entonces
UXFWC& #:@fVU} GVN?CM,A S A

lo que significa que f (\) € Cy,V\ € A;
~ (e[l T T 6 <1 O
A€A AEA AEA

Para probar la contencién de derecha a izquierda recordemos que en cualquier espacio topolégico la cerradura
de un conjunto A se puede caracterizar como el conjunto de aquellos puntos del espacio cuyas vecindades

basicas tienen interseccién no vacia con A. Sean (A, f) € [[ Cy y
AEA

[UAU U)\Q? ey U>\n] €p ('7) =R (A7 f) € [U>\1’U>\25 ey U)\n] 5
entonces [Uy,,Ux,, -..,Ux,] es una vecindad bésica de (A, f). Por el lema anterior tenemos

[UAI,UM,...,UM]H H CA:H C’;\,donde
AEA AEA

= XanCy=Cy,si A# AN, Vie{L,2,...n}
AT Un, NGy, si A=\, pa.ic€{l1,2,..,n}

Por hipétesis, C\ # 0,YA € A, y como f (\;) € Cx, vy f (\i) € Uy,, entonces también Uy, N Cy, # 0,Vi €
{1,2,...,n}. Por lo tanto [] C{ # 0, y como [Uy, Uy,,...,Uy,] es cualquier vecindad bésica de (A, f),

AEA
entonces (A, f) € ] C\ ¥, por lo tanto, [] Cx C ] Chi.
XEA AEA xeA o
b) Si cada C) es cerrado en (Xy, 7)), entonces C\ = Cy; por lo tanto [[ Cx =[] C\, y como por (a)
AEA AEA
[T Cx= II Ci,entonces [ Cx = J[ Ci, lo que significa que [] Cj es cerrado en [] (Xa,7\)-@
AEA AEA AEA AEA AEA AEA

Agosto 21 de 1985

TEOREMA 2. Sea (X, 7)), una familia arbitraria de espacios topolégicos y sea 7 la topologia de Tychonoff

de I Xx. Si~x es una subbase de 7y, para cada A € A, y
XEA

v ={[U\] : Uy € 7,YA € A}

entonces la topologia 7’ para [[ X, generada por 4 coincide con la de Tychonoff.
AEA
Demostracion. Si~y denota a la subbase de la topologia de Tychonoff, entonces ' C 7 porque vy C 75, VA €

A; por consiguiente, 7/ C 7. La contencién en sentido contrario también ocurre porque v C 7. En efecto, si
[Ux] € v entonces Uy € Ty, y como v, es subbase de 7y entonces Uy :,UJ Uj, donde U; € B (va),Vj € J;
j€

pero si U € [ (7)) entonces [U] € 7’ ya que en tal caso U :'%1 U;, con U; € y» y n € N, de modo que
=

[U;] € vy, a consecuencia del ejercicio 7, [U] :ﬁl [U;] € 7. Por lo tanto, y a consecuencia del mismo
1=

ejercicio, [Uy] =U [U]er; yCrirCrim=ra
i€
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Def. Llamaremos singular a un espacio (X, 7) si X consta de un solo punto.

Ejemplo 2. Sea (X, 7y), una familia no vacia de espacios discretos no vacios. Entonces [ (Xx,7y) es
P10 2. XEA
discreto si, y sélo si, todos los miembros de la familia, salvo un nimero finito, son singulares.

(<) Se sabe que un espacio topolédgico (X, 7) es discreto si, y sélo si, {z} € 7,Vx € X. Veamos que

esto sucede con [[ (Xx,7a) si suponemos que casi todo X es singular. En efecto, sea X, = {zx},V\ #
AEA
Ai,(1=1,..,n) ysea (A, f) € [ (X, 7). Entonces f(\) € Xx,VA € A;si A # \;, entonces f (A) € {zr}, ¥y
AEA

si A = \;, entonces f(\) € Xy,. Debido a la discrecion de X, tenemos que {f (\;)} € 7,,Vi € {1,2,...,n}.

Por lo tanto
[{f (Al)} ’ {f (>\2)} IR} {f (An)}] € /6 (7) ; bero
{fAD}AF A}, - {F (AR} :AI;IA X}, donde
;L X, si A # N
S PP

Luego, para (A, f') € [[ X} tenemos
XEA

{:U)\},SiA;é)\i wA:f(A)asIA7£>\z

PO omar oy e rw =TT

LA =) T QO AL Qo) A W) = (A, N}

Por lo tanto {(A, f)} es abierto en [] (X, 7x); por lo tanto [ (X, 7x) es discreto.
AEA AEA
(=) Supongamos ahora que [] (X, 7\) es discreto; entonces
XEA

{(Aaf)} € T,V(A,f) EH (X)UT)\)

AEA
Por otra parte, como también cada (X, 7)) es discreto, entonces
= {{zr}:z\ € X}
es una subbase de 7y, VA € A. Luego, en vista del teorema 2, T estd generada por
v ={{aa}]: {aa} € m}

Por lo tanto{(A, f)} es unién de elementos de 3 (v') y como consta de un solo punto, entonces debe coincidir

con algin elemento de 3 (v'), es decir, debe ser de la forma [{zx, },{Zx,}, .-, {Za, }];
Xy, si A ?é Ai
. A — X[ XI — )
- AWM N} H Ao COT AN {{wxi},si)\:&

AEA

Luego f (\) € Xy, y si para algin Ay # \; ocurriese que X, — {f (Mo)} # 0, entonces, definiendo (A, f) de
tal manera que
X,\, si A 75 /\07>\i
f’()\)E {a?,\i},si)\:/\i
X)\o - {f (/\0)}7 si A 7& Ao

tendriamos (A, f') # (A, f) y (A, ') € [{zr, },{zx,}, .-, {xA, }], lo cual es imposible porque el inico elemento
de este abierto bdsico es precisamente (A, f). Esto demuestra que X es singular si A # A;.a

FEjercicio: 8. Sea (X, T\), una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios. Probar que [] (Xx, 7))
cicro- XEA
es indiscreto si, y s6lo si, (X, 7y) es indiscreto para toda A € A.
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Funciones Continuas, Inmersién y Propiedad
Universal del Producto Topolégico.
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Definiciones. Una funcién del espacio topolégico (X,7) en el espacio topoldgico (Y,0) es una
funcién con dominio X y con codominio Y. Notacién: f : (X,7) — (Y, 0).
Sean, f : E — E una funcién y x € E, arbitrarios; se dice que f es continua en x si

Ve > 036 (e) > 0.5.p(2',2) <d(e) = p(f(z'), f(x)) <e

Dicho de otro modo:
Ve > 036 > 0.5.2' € Ds (z) = f(2') € D-f ().

De modo mas general, si f : E* — E™ es una funcién y x € E", entonces f es continua en x si
Ve > 036 > 0.5.f (D5 (z)) C De (f (2))

Proposicién. Sea f : E" — E™ una funcién arbitraria; son equivalentes:

a) f es continua en z € E"

b) YV € Nf(m)E]U eEN5s.f(UYCV

Demostracion: (a) =(b) Sea V' € Ny (,); por ser la familia de discos abiertos una base local en f () existe
D. (f (z)) C V. Por (a), existe Ds (z) tal que f(Ds(z)) C D:(f(z)), y como Ds(z) € N, entonces se
satisface (b).

(b) =(a) Sea e > 0; entonces D. (f (x)) € Ny(a). Por (b) existe U € N, tal que f (U) C D. (f (x)), y como
{Ds (z) : § > 0} es una base local en z, entonces existe § > 0 tal que D; (z) C U; luego, f (D5 (z)) C f(U);
£ (D5 (#)) € D- (f ())-a

Tras haber observado que esta propiedad se cumple para funciones en E*, daremos la definicién de funcién
continua entre espacios topolégicos como sigue:

Definicién. Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcién arbitraria y sea x € X. Diremos que f es continua en
X si para cualquier V € ./\/’f(m) existe U € N, tal que f (U) C V; diremos que es continua si lo es en cada
punto z de X.

Proposicién. Sea f : (X,7) = (Y,0) una funcién arbitraria; son equivalentes:

(a) f es continua en z € X.

(b) Si V € Ny(4) entonces f~1 (V) € N,.

Demostracidn: (a) =(b) Sea V € Nj(,). Por (a) existe U € N, tal que f(U) C V; luego, U C f~1(V);
L fTHV) ENG.

(b) =(a) Sea V € Ny(y). Por (b) f=1 (V) € N, y como f (f~' (V)) C V, entonces f es continua en z.a

Ejemplos: 1. Toda funcién continua en el sentido tradicional es continua.

2. La funcién identidad 1(x ) : (X,7) — (X, 7) es continua porque I&J) (V) =V, para cualquier V € N,
y para cualquier x € X.

3. Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, llamaremos inclusién a la funcién ¢ : (4,7 ] A) — (X, 1)
dada por ¢ (a) = a,Va € A. ¢ es continua porque sia € Ay V € N, entonces 1= (V) =V N A€ N, 4.

4. Sean (X, 1) EN (Y,0) % (Z,0) dos funciones cualesquiera; si f es continua en 2o € X y g es continua
en f(xo) €Y, entonces gf : (X,7) = (Z, ¢) es continua en 2o. En efecto, sea W € Ny(,,); entonces

@) TV =(frg W) =f (gt (V)
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por la continuidad de g en f (o), g=' (W) € Ny (4, v POr la continuidad de f en zo, f=' (g7" (W)) € Nyy;
por lo tanto gf es continua en xg.

5. A consecuencia del ejemplo anterior, si (X, ) EN (Y,0) y (Y,0) 5 (Z,0) son funciones continuas,
entonces también lo es (X, 1) 9o{ (Z,0).

TEOREMA. Sea f : (X,7) = (Y, 0) una funcién arbitraria; son equivalentes:

(a) f es continua.
(b) Si V € o, entonces f 1 (V) € 7.
(c) Si D es cerrado en (Y, 0), entonces f~! (D) es cerrado en (X, 7).
(d

) L

) Para cualquier subconjunto A de X, f (A) C f(A).
e) Para cualquier subconjunto B de Y, f~ ( ) )

e

(

( f1(B).

Demostracidn: (a) = (b) Sea V € o y sea x € f~1(V); entonces f(z) € V y V € Ny, Por (a),
f~H (V) € Ng; por lo tanto podemos asegurar que f L (V) contiene una vecindad de cada uno de sus puntos
(a saber: f=1 (V). Por lo tanto, f~1 (V) € 7.

(b) = (a) Sea z € X y sea V € Ny(,); entonces existe B € o tal que f () € B C V; luego, z € f' (B) C
fF (V). Por (b), f1(B) € 7; ... f1(V) € N,. Por lo tanto f es continua en z, y como z se escogi6
arbitrariamente en X, entonces f es continua.

(b) = (c) Sea D cualquier cerrado en (Y,0); entonces Y — D € o. Por (b), f~' (Y — D) € 7; pero
(Y = D)= X — f~1(D). Luego, f~! (D) es cerrado.

(¢) = (b) Sea V un abierto en Y segiin o; entonces Y —V es cerrado en Y. Por (c), f~! (Y — V) es cerrado
en X,ycomo f71(Y —=V)=X — f1(V), entonces f~1(V) €.

(¢c) = (d) Como f(A4) C ( ), entonces A C f~! (m), que, por (c), es cerrado en (X, 7). Luego,
Ac s (FO0); - £ () < 7O
(d) = (¢) Sea B CY; por (d),  (F1(B)) € F(F(B)), y como f (f-1(B)) C B, entonces 1 (B) C

B).
(e) = (b) Sea V € o; entonces Y — V es cerrado; . f~' (Y = V) = f=1 (Y = V); aplicando (e) tenemos
ffy-v) o f1 (Y V); v como la contencién en sentido contrario tembién es vilida, resulta que
LY =V)=X— f (V) es cerrado y, por lo tanto, f 1 (V) € 7.a
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COROLARIO. Sea [ : (X,7) — (Y,0) una funcién arbitraria. Si para todo elemento G de alguna subbase
v de o se tiene que f~!(G) € 7, entonces f es continua.

Demostracion: Sea (3 ()la base de o generada por v y sea B € 3; entonces B :.61 G, con G; € v,Vi €
{1,2,...,n}. Porlo tanto, f ! (B) :ﬁl f1(G;) € T.SeaV € o; entonces V = _UJ Bj,con Bj € f(vy),Vje J.
1= JjE
Por lo tanto, f= (V) = u f~1(By) € 7. Por (b) del teorema anterior, f es continua.a
i€

Fjercicio: 9. Sean, B C Y, ¢ : (B,o | B) = (Y,0) lainclusién y g : (X,7) — (B,o | B) una funcién tal
que tg : (X,7) — (Y,0) es continua. Probar que g es continua.

Ejemplos: 6. Sea (Y, o) un espacio topoldgico. Entonces (Y, o) es indiscreto si, y sélo si, toda funcién f de
codominio (Y, o) cuyo dominio sea cualquier espacio topoldgico es continua.

(=) Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico y supongamos que (Y, ) es indiscreto. Entonces o = {Y, 0}
y como para cualquier funcién f : (X,7) — (Y, 0) tenemos f~! (V)= X y f=1(#) = 0, entonces, por (b) o
(c) del teorema, f es continua.

(<) Sea ¢’ la topologfa indiscreta para Y. De la hipétesis resulta que la funcién 1y : (Y,0') = (Y, 0) es
continua, de manera que si V € o entonces 1;1 (V) € o'; pero 1;,1 (V)=V; .0 Co',ycomo o C o,
entonces (Y, o) es indiscreto, como se queria probar.q

7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces (X, 7) es discreto si, y sélo si, toda funcién f de dominio
(X, 7) cuyo codominio sea cualquier espacio topolégico es continua.

(=) Sean, (Y,0) cualquier espacio topolégico, B C Y y f : (X,7) — (Y,0) cualquier funcién. Como
(X, 7) es discreto, entonces la familia de subconjuntos cerrados de X coincide con 7; por lo tanto, f~! (B) es
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cerrado en (X, 7). Por otra parte, sabemos que B C B; .- f=' (B) = f~1(B) C f~' (B). Por (e) del teorema
anterior, f es continua.

(<) Sea 7' la topologia discreta para X. De la hipétesis resulta que la funcién 1x : (X, 7) = (X,7') es
continua; entonces U = 13" (U) € 7,YU € 7'; -. 7' C 7, y como 7 C 7/, entonces (X, ) es discreto, como se
queria demostrar.a

8. La restriccién de toda funcién continua es una funcién continua.

Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcién continua arbitraria. Si A C X y f (4) C B C Y, entonces la restriccién
de la funcién f a A y B es la funcién

FIZ: (A m | A) = (B, | B)5.f |4 (a) = f(a) ,Ya € A,

Para ver que es continua observemos que conmuta el siguiente diagrama:

a4 % (3o B
tad LB

X, L (0

En efecto, partiendo de a € A, por uno de los caminos tenemos

a»L—A>abi>f(a)

mientras que por el otro camino tenemos

ot 1 (0) 3 £ (@)

Por lo tanto, fia = tgf |5. Pero por el primer camino vamos de a a f (a) através de una funcién continua;
luego, tp f |lj es continua, de modo que, por el resultado del ejercicio 9, f |ljtambién es continua, que es a
lo que se queria llegar.q

9. Toda funcién constante es continua.

En efecto, si f : (X,7) = (Y,0) es constante entonces, de acuerdo con la definicién, tenemos que

#(f(X)) < 1.Sea A C X;si A=0, entonces f(4) = f(A) = 0; . f(A) C f(A);si A # 0, en-

tonces X # 0; . #(f (X)) = 1, ie. f(X) = {yo}, payo € Y; .. f(A) = f(A), y como f(4) C f(A),
entonces, por (d) del teorema anterior, f es continua.a
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Observacion: Reconsideremos el ejemplo 8 para analizar el caso particular en que B = Y. En este caso la
inclusién ¢p se convierte en la identidad 1y y el diagrama pasa del cuadrado de antes al siguiente tridngulo
conmutativo

(A, 7| A)

flA
N
x,7) L (v,0)

Por lo tanto, f | A = fi; de manera que si D C Y, entonces

FIAAT D)= D) =" (D) =AnfTH(D)

Definiciones. Una cubierta A de un conjunto X es una familia (Ay), de subconjuntos de X cuya unién
)\UA Ay = X. Se dice que la cubierta es finita cuando A es finito.
€

A es una cubierta del espacio topolégico (X, 7) si es cubierta de X. Se dice que A es abierta si cada
Ay € 7y que A es cerrada si cada Ay es cerrado.

LEMA. Sean, A una cubierta de (X,7) y A C X .

a) Si A es abiertay AN Ay es abierto para toda A € A, entonces A es abierto.

b) Si A es cerrada, finita y AN Ay es cerrado para toda A € A, entonces A es cerrado.
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Demostracion. Por la definicién anterior tenemos
A=ANX=A4nN ( U AA> =U (AN Ay)
AEA AEA

Por lo tanto:
(a) Si AN Ay € 7,V € A, entonces }\LEJA (ANAy)er, - Aer.

(b) Si AN Ay es cerrado VA € A y A es finito, entonces /\UA (AN A)) es cerrado.e
€

TEOREMA. Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcién arbitraria. Si A es una cubierta arbitraria de (X, 7) tal
que f | Ay es continua para toda A € A , entonces f es continua en los dos casos siguientes

(a) En el que A sea abierta.

(b) En el que A sea cerrada y finita.

Demostracion. a) Sea V' € o; entonces

P =xn 0= (U A) 0 ) =y, (a0 )

Debido a la observacién anterior, Ay N f~1(V) = (f| Ax)"" (V), y como para toda A € A f | Ay :
(Ax,7 | Ay) = (Y, 0) es continua, entonces (f | Ay)~" (V) € 7 | Ax. Pero Ay € 7,¥A € A, y como todo
abierto relativo de un abierto absoluto es abierto absoluto, entonces (f | Ax)™" (V) € 7,VA € A. Luego,
ALéIA (Axn f71(V)) € 7. Por lo tanto f es continua.

b) Sea D un subconjunto cerrado en (Y, 0); entonces f~* (D) =Y (Axn f71(D)). Pero Axn f~' (D) =

(f1 A>\)_1 (D) que es cerrado en Ay porque f | Ay es continua; y como todo Ay es cerrado absoluto,
entonces todo (f | Ay)™" (D) es cerrado en (X, 7). Luego )\UA (Axn f=1 (D)) es cerrada en (X, 1), (porque
€

A es finito). Por lo tanto f es continua.q
Pudiera pensarse que las hipdtesis que se piden en (b) son quizd demasiado restrictivas en lo referente a
la exigencia de la finitud de la cubierta. El siguiente ejemplo muestra que esta exigencia es necesaria.
Pensemos en el espacio euclidiano bidimensional (EQ,T) con la topologia usual. Una cubierta cerrada e
infinita suya es

A={{z}:z € E*}

Observemos que, sin que (Y, o) sea necesariamente indiscreto, las restricciones f | {} de cualquier funcién
f: (E*,7) = (Y,0) (con o no indiscreta para Y), son continuas porque las topologfa 7 | {z} son discretas
para todo {z} C E?. Inferir de esto que f es continua implicaria, en vista del ejemplo 7, que la topologia
usual de E? es discreta, lo que es falso.a

Ejemplos: 1. Sea f : E — [a, b] la funcién

a,siz<a
f)=< z,sia<z<bh
b,siz>b

Una cubierta cerrada y finita de E es
A= {(—OO, a’] ) [a7 b] ) [b7 OO)}

y tenemos que f | (—oo,a] y f | [b,00) son continuas porque son constantes y que f | [a, b] es continua porque
coincide con la identidad en [a, b]. Por (b) del teorema anterior, f es continua.

2. Sea A un subconjunto abierto y cerrado de (X,7)y f: (X,7) = (Y, 0) una funcién arbitraria. Entonces
f escontinuasi f| Ay f| (X — A) son continuas.
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Definiciones. Sea f : (X,7) = (Y, 0) una funcién arbitraria.
(a) Se dice que f es abierta si f aplica conjuntos abiertos en conjuntos abiertos.
(b) Diremos que f es cerrada si aplica conjuntos cerrados en conjuntos cerrados.
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LEMA. Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcién arbitraria. Si 8 es base de 7y f(B) € ¢,YB € 3, entonces f
es abierta.
Demostracion: Sea U € T; entonces U = _UJ Bj, con B; € 3,Vj € J. Luego
JjE

f(U) :ng f(B]) € o, porque f(B]) € vaj €J

Por lo tanto f es abierta.q
Proposicién. Sean, f: (X,7) = (Y, 0) una funcién y A C X, arbitrarios. Entonces:
(a) f es abierta & f (2) C f°(A).

(b) f es cerradass f (4) D f(A).
Demostracion: (a) (=) Como ,fig A, entonces f (2) C f(A); pero ademads f es abierta. Luego f (/(i) es

un abierto contenido en f (A); .. f (j) C f° (4).

(<) Sea A € 7; entonces f(A) = f (/i), y como f (/i) C f°(A), entonces f°(A4) = f(4); ... f(4) € o;
.. [ es abierta. . . -

(b) (=) Como A C A, entonces f (A) D f(A); pero ademds f es cerrada. Luego f (A) es un cerrado que

contiene a f (4); ... f (4) D f(A).

(<) Sea A un cerrado en X; entonces f(A4) = f (4), y como f(A) D f(A), entonces f (A) = f(A);
. f(A) es cerradoen Y . f es cerrada.a

Proposicién. Sean f: (X,7) = (Y,0) y g: (Y,0) = (Z, ¢) dos funciones cualesquiera.

a) Si f y g son abiertas entonces gf es abierta.

b) Si f y g son cerradas entonces gf es cerrada.
(i) f es abierta < f~! es continua
(73) f es cerrada < f~! es continua

Demostracion: a) Sea U € 7. Como f es abierta, f (U) € o; y como también lo es g, g (f (U)) € p. Por lo
tanto, gf es abierta.

b) Sea C un cerrado en (X, 7). Entonces gf (C) = g (f (C)); pero f (C) es cerrado en (Y, ). Luego g (f (C))
es cerrado en (Z, g). Por lo tanto, gf es cerrada.

c) Por hipétesis f es biyectiva. Para evitar confundirnos con la imagen inversa denotaremos a la funcién
inversa de f mediante f*.

(1) (=) Supongamos que f es abierta. Hay que probar que f*: (Y,o) — (X, 7) es continua, es decir, que
si U € T entonces f*~! (U) € 0. De acuerdo con la definicién de imagen inversa,

U ={yeY  f(y eU}

y como f es biyectiva, todo punto en Y es imagen de un dnico punto de X bajo f. Por lo tanto el conjunto
anterior puede visualizarse como
{f(@): f*(f(x)) €U}

y como f*y f son mutuamente inversas, el conjunto anterior es
{f(@):2xecU}=fU)

y es miembro de o porque f es abierta. Por lo tanto, f* es continua.

(<) Si suponemos ahora que f* es continua, entonces para U € 7 tenemos f* ! (U) € o. Pero, como
acabamos de ver, f*~1 (U) = f (U). Por lo tanto f es abierta.

(17) La demostracién es andloga.a

c) Si f es biyectiva entonces:{

5.1 Secciones y Retracciones en Top. Homeomorfismos.

Definiciones. 1.Una retraccién en Top 6 retraccién es una funcién continua que posee un inverso
derecho continuo, es decir, es una funcién continua r : (X,7) — (Y,0) para la cual existe otra funcién
continua s : (Y,0) — (X,7) tal que rs = 1(y,q).
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2. Una secciéon en Top 6 seccidon es una funcién continua que posee un inverso izquierdo continuo.

3. Un homeomorfismo es cualquier funcién que sea seccién y retraccién al mismo tiempo.

TEOREMA. Sea f : (X,7) = (Y, 0) una funcién arbitraria; son equivalentes:

(a) f es homeomorfismo.

(b) f es biyectiva, continua y ! es continua.

(¢) f es biyectiva, continua y abierta.

(d) f es biyectiva, continua y cerrada.

(e) f es biyectiva y f (4) = f(A),VAC X.

Demostracion: (a) =(b) Por hipdtesis f es simultdneamente seccién y retraccién, luego, es continua y
posee inversos continuos a derecha e izquierda; sean éstos g y h, respectivamente. Entonces tenemos

9=1xn9=(f)g=h(fg9) =hly. =h

Por lo tanto, la funcién inversa de f existe y es continua, (a saber: f 1 = g = h). Por lo tanto, f es continua,
biyectiva y de inversa continua.

(b) =(c) Por hipétesis f ya es continua y biyectiva; para ver que es abierta tomemos cualquier U € 7. Por
la continuidad de f~'tenemos que (ffl)f1 (U) € o; pero (f’l)f1 (U) = f(U). Por lo tanto f es abierta.

(¢) =(d) Sea C un cerrado en (X, 7). Entonces X — C' € 7 y de la hipétesis se sigue que f (X —C) € o.
Pero f(X —C) =Y — f(C), porque f es biyectiva; luego, f (C) es cerrado en (Y, o). Por lo tanto f es
cerrada.

(d) =(e) Sea A C X; por hipdtesis, ademds de biyectiva, f es continua—Ilo cual implica f (Z) Cf(A)—
y cerrada—que implica f (4) D f (A). Por lo tanto f es biyectiva y f (4) = f (A).

(e) =(a) Si f es biyectiva y paratodo A C X, f (A) = f (A), entonces, ademés de biyectiva, f es cerrada y
continua: Por ser biyectiva y cerrada, f ! es continua. Luego, f ! es un inverso continuo de f tanto derecho
como izquierdo. Por lo tanto, f es seccién y retraccién al mismo tiempo, es decir, f es homeomorfismo.a
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COROLARIO. a) 1x : (X,7) = (X, 7) es un homeomorfismo.

b) Si (X, 1) EX (Y,0) % (Z, p) son homeomorfismos entonces gf es homeomorfismo.

¢) Si f:(X,7) — (Y,0) es homeomorfismo entonces f~! : (Y,0) — (X, 7) es homeomorfismo.

d) Si f:(X,7) = (Y,0) es un homeomorfismo y A C X, entonces f |£(A): (A, 7| A) = (f(A),0] f(A))
es un homeomorfismo.

Demostracion: a)lx es biyectiva, continua y 1;(1 = 1x. Por (b) del teorema, 1x es un homeomorfismo.

b) f v g son biyectivas, continuas y abiertas, entonces gf es biyectiva continua y abierta; por lo tanto es
un homeomorfismo.

¢) Si f es un homeomorfismo, entonces f~! es biyectiva, continua y (f _1)_1 = f es continua. Por (b) del
teorema f~! es un homeomorfismo.

d) Se sabe que f |£(A) es continua por serlo f; que es biyectiva se desprende de la biyectividad de f.
Veremos que es abierta: Todo miembro de 7 | A tiene la forma ANU, con U € 7; para cualquiera de tales
miembros tenemos

FIY (AnU)=f(ANU) = F(U)Nf(A) eo ]| f(A)

Por lo tanto f |£(A) es abierta y, por (¢) del teorema, es un homeomorfismo.q
Definicién. Sean (X, 7) y (Y,0) dos espacios topoldgicos cualesquiera. Diremos que (X, 7) es homeo-
morfo a (Y, o) si existe un homeomorfismo f : (X,7) — (Y, o). Notacién:

(X,7)=(Y,0) 6 (X,7) é(Y,O’) 6f:(X,7)=(,0)

Observacidn: A consecuencia del corolario anterior resulta que & es una relacién de equivalencia.

En efecto, por (a) del corolario, (X,7) = (X, 7); por lo tanto = es reflexiva. Por (b), si (X,7) = (Y,0)
y (Y,0) = (Z,0) entonces (X,7) = (Z,0); por lo tanto = es transitiva. Por (¢), (X,7) = (Y,0) implica
(Y,0) =2 (X, 7); por lo tanto = es simétrica.

Esto abre la posibilidad tedrica de llevar a cabo una “clasificacién en Top” via homeomorfismos. Recuérdese
que (en Set) dos conjuntos son indistinguibles (equivalentes) entre si cuando existe una biyeccidon entre ellos.

~
(=3
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De igual manera, (en Top) no distinguiremos entre espacios homeomorfos; (X, 1) y (Y, o) serdn vistos como
un mismo espacio siempre que sean homeomorfos entre si.

Definiciones. Supéngase que P es una propiedad que poseen algunos espacios topoldgicos.

(a) Se dice que P es topoldgica si al poseerla (X, 7) la posee también cualquier otro espacio homeomorfo
a (X,7).

(b) P es hereditaria si el que (X, 7) tenga P implica que todo subespacio de (X, 7) tiene P.

(¢) P es productiva cuando la posecién de P por cada miembro de la familia (X, 7)), implica que

[T (X, 7\) también la posee.
AEA
Ejemplos de espacios homeomorfos: 1. Si f : E — E es la funcién f (z) = z + ¢, p.a. ¢ € R fijo, entonces

f es continua, existe f~! dada por f~!'(z) = x — c y, por ende, también f_ es continua por (b) del

teorema, f es un homeomorfismo. Si hacemos ¢ = b — a, entonces f |f(OO =1 | e a), por (d) del
corolario, (—o0,a) = (—o0,b). Si la restriccién toma por dominio a (—oo a] entonces f( 00,a] = (—o0, bl;

", (—00,a] = (—o00,b]. De las restricciones f |EZ ZZ) f |a oo) se sigue que (a,00) = (b,00) y [a,00) = [b, 00).
Si, por otra parte, consideramos el homeomorfismo ¢ : E =2 E dado por ¢g(z) = —z, entonces g |?£;o°?d())):

g 1{%y); . (=00,0) = (0,00). Luego
(=00, a) = (=00, 0) = (0,00) = (b,)

Esto significa que en E cualesquiera dos semirrectas sin punto inicial son topolégicamente equivalentes.
Andlogamente se prueba que en [E cualesquiera dos semirrectas con punto inicial también son topolégicamente
equivalentes, o sea que (—o00,a] = [b, 00).

2. Sean a, b, ¢, d nimeros reales distintos, a < b,c < d, y sea f : R — R una funcién lineal tal que f (a) = ¢
y f(b) =d. Si f(z) = ax + 3, entonces

>0

aa+ B =c :>a_d—c
ab+ 08 =d b—a

Por lo tanto f es creciente, biyectiva y continua; por ser creciente, aplica intervalos abiertos en intervalos
abiertos, es decir, f es abierta. Por (¢) del teorema, f es un homeomorfismo, y como f (a,b) = (¢, d), entonces,
por (d) del corolario, (a,b) = (¢,d). Andlogamente, [a,b] 22 [c, d].
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3.E = (—1,1) (con la topologfa usual).
Sea f:E — (—1,1) la funién

__= . _ _ll .
1@ = (@i = <1):

entonces f es continua (por ser el cociente de dos funciones continuas y tener divisor positivo). Sea g :
(=1,1) — E la funcién

Y
gy) =—7=;
1—ly|’
g es continua. Ademads gf = 1r ya que
€T
f z N 1+]z] _
=z
1+|z|

Analogamente fg = 1(_; ). Por lo tanto f es retraccién y seccién, i.e. f es un homeomorfismo.a

Desde el punto de vista topologico, esto significa que no existe diferencia alguna entre la recta infinita y
el intervalo abierto (—1,1). Puede decirse, por lo tanto, que este intervalo es una recta diminuta, (aunque
limitada, infinita, sin principio y sin fin). Y lo propio acontece en el espacio euclidiano n-dimensional: en
cada vecindad bdsica un universo en miniatura.
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4.Finalmente, como f (—o00,0) = (=1,0) y f(—00,0] = (-1, 0], entonces (—o0,0) 2 (—=1,0) y (—o0,0] 2
(=1, 0]. En consecuencia, cualesquiera dos intervalos abiertos no vacios son homeomorfos.

Sea X cualquier intervalo abierto no vacio.

Si X =E, entonces X = (—1,1);

Si X = (—o0,a), entonces X = (—o00,0) = (—1,0) = (-1,1);

Si X = (a,0), entonces X = (0,00) = (—o00,0) =2 (—1,0) = (—1,1);

Si X = (a,b), entonces X = (—1,1). Por lo tanto todos son homeomorfos entre si.q

Ejercicio: 10. (a) Sean 7 y 7' dos topologfas para X. Probar que 1x : (X,7) — (X, 7') es continua si, y
sélo si, 7/ C 7.

(b) Sea (X, 1) cualquier espacio topolégico y A C X. Se llama funcién caracteristica de A a la funcién

ca: (X,7) = E tal que
0,siz¢ A
ca (@) = {1, size A
Probar que ¢4 es continua si, y sélo si, A es abierto y cerrado en (X, 7).

5.2 Topologia inicial e inmersién topologica

Proposicién. a) Sean, X un conjunto arbitrario, (Y, o) un espacio topolégico y f : X — Y cualquier
funcién. Entonces la familia 7 (f, o) definida por

T(f,o)={f""(V):V€o}

es una topologia para X.

b) f: (X,7(f,0)) = (Y,0) es continua, y toda funcién g : (Z, 0) = (X, 7 (f,0)) tal que fg es continua, es
continua.

¢) 7 (f,o0) es la tnica topologia para X que satisface (b).

d) De las topologias de X, 7 (f, o) es la més pequenia para la cual f es continua.

Def. 7 (f,7) es llamada topologia inicial correspondiente a fy o.

Demostracidn: a) Sea (f~'(V;)), C 7 (f,0); entonces (V;); C o y tenemos:

3 -1y = £-1 . .
55100 =1" (Y V) €7 o) poraue Y Vi

s : : copl _ ~1
(i) Y si I es finito, iQI Vieo; . . f <ZQI Vi> —iQI fH(Vy) er(f,o).

Por lo tanto, 7 (f,0) es una topologia para X.

b) f: (X,7(f,0)) = (Y,0) es continua porque si V € o entonces f~1 (V) € 7(f,0), por definicién de
7(f,0). Ademds, si g: (Z,0) = (X, 7 (f,0)) es una funcién tal que fg : (Z, 0) = (Y, o) es continua, entonces
para cualquier f~! (V) € 7 (f,0) tenemos:

g (W) =) (V) €
Por lo tanto g es continua.
¢) Sea 7" una topologfa para X tal que:
(1) f:(X,7") — (Y,0) es continua; y
(2) la continuidad de cualquier funcién g : (Z, 9) — (X, 7') se infiere de la continuidad de la composicién
(Z,0) % (X,7) 5 (¥,0).
Consideremos el siguiente diagrama

(X,7(f,0) L (V,0)

Ixt1x 7
(X, 7)
De (a), (b), (1) y (2) resultan continuas las funciones
1
=y o
(X7 (o) (X,7)
1x
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de modo que, por (a) del ejercicio 10, 7' = 7 (f, o).

d) Si 7' es una topologia para X tal que f : (X,7') = (Y,0) es continua, entonces, debido a (b), 1x :
(X,7") = (X,7(f,0)) es continua y, por (a) del ejercicio 10, 7 (f,o) C 7', que es a lo que se queria llegar.q

Para propésitos tedricos muy concretos resulta importante saber cudndo podemos obtener una réplica de
X dentro de Y. Desde la perspectiva conjuntista esto se consigue cuando X es inyectable en Y, y solamente
entonces. En efecto, si f: X =Y es una funcidn inyectiva (una inyeccion), entonces f(X) resulta ser un
subconjunto de Y tedricamente idéntico (equivalente) a X . Reciprocamente, si X' es un subconjunto de Y
equivalente a X entonces, por definicion de equivalencia, existe una funcion f : X — X' que es biyectiva;
como en particular es inyectiva, entonces al componer la inclusion v : X' — Y (inclusion en Set) con f
obtenemos una inyeccion de X en Y.

Desde el punto de vista topoldgico esta cuestion se traduce en averiguar bajo qué condiciones es posible
hallar un subespacio de (Y,0) que sea equivalente a (X, 7). Desde luego, la existencia de la inyeccion [ :
X = Y sigue siendo condicion necesaria pero los requerimientos topoldgicos exigen de f continuidad. Esto,
sin embargo, ain resulta insuficiente; la funcion 1x : (X, 714) = (X, 1), por ejemplo, (donde 74 y 7; denotan
a las topologias discreta e indiscreta) es continua e inyectiva pero no logra duplicar, por asi decirlo, a (X,74)
dentro de (X, ;).

A fin de averiguar qué condiciones hacen falta supongamos que f : (X,7) — (Y,0) es una inyeccion
continua a través de la cual consegquimos duplicar o, para ser mds correctos mejor es hablar de sumergir,
a (X,7) en (Y,0). Esto quiere decir que f | ﬁ((f)a | f(X))es un homeomorfismo. Consideremos el siguiente
diagrama:

(X,7) L (w,0)
Ix I11x 7y
(X,7(f,0))

La funcién 1x : (X,7) = (X,7(f,0)) es continua por (b) del teorema anterior; pero también lo es 1x :
(X,7(f,0)) = (X,7) por ser la composicién

(f |E§(<f)>,a\ f<X>>)*1 (f | (f()fﬂ f(X)))

En consecuencia tenemos que 7 = 7 (f,0).@

Asi, si suponemos que mediante una inyeccidn continua f se consigue una inmersion de (X, 1) en (Y,0),
entonces la inicialidad de T correspondiente a f y o surge como una necesidad. Como veremos a con-
tinuacion, la inyectividad de f aunada a la inicialidad de T son condiciones suficientes para tener una
inmersion topoldgica.

COROLARIO. Sean, X un conjunto arbitrario, (Y, o) un espacio topolégicoy f: X — Y una funcién. Si f

(f(X),o] £(X))

es inyectiva, entonces f |( Xor(F.0) es un homeomorfismo.
Demostracion: Al ser f inyectiva, f |E§f()}ﬂ){(x)) es inyectiva y suprayectiva; también es continua, porque

es restriccion de la funcién
f(X,7(f,0)) = (Y,0)

que es continua. Como ademas el siguiente diagrama es conmutativo

(fl(f (X), o | f (X)))*1

(f(X),o| (X)) e ) (X7 (f,0))
AN O v f
(Y,0)
entonces, por (b) del teorema anterior, (f |E§(f)}oc\r)f )))7 es continua. Por lo tanto, f |(X ) fcrg|)1)‘( ) s un

homeomorfismo.q

Podemos resumir todo esto en un solo enunciado: Sean, X un conjunto y (Y, o) un espacio topoldgico, arbi-
trarios. Son condiciones necesarias y suficientes para hallar un subespacio de (Y, o) cuyo conjunto subyacente
sea X que exista una inyeccion f: X =Y y que X sea topologizado con 7 (f,0).
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Septiembre 9 de 1985.

Tercera tanda de ejercicios: 1. Sean, X un conjunto, 7 la topologia cofinita para X y f : (X,7) = (X, 7)
una funcién arbitraria. Probar que son equivalentes:

(a) f es continua.

(b) Si A es un subconjunto finito de X, entonces f~! (A4) o es X o es finito.

2. Sean, (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y A un subconjunto de X no vacio pero de interior vacio.
Encuentre una funcién f : (X,7) — E que satisfaga lo siguiente:

(i) f| A es continua.

(ii) f es discontinua en cada punto de A.

3. Sea (X, 7r), una familia no vacia de espacios topoldgicos no vacios. Probar que cada A-proyeccién

Py : [T (Xa,7mn) = (X, 72) es suprayectiva.
AEA
Proposicién. Sea (X, 7\), una familia no vacia de espacios topolégicos. Entonces

(a) Toda A-proyeccion es una funcién continua.

(b) Toda A-proyeccién es una funcién abierta.

Demostracion: (a) Se sabe que una funcién f : (X,7) — (Y, 0) es continua si existe una subbase v de o
y f~1 (V) € 7,¥YV € . Ahora bien, por nuestra parte tenemos que si 7, es una subbase de 7y y Uy € 7,
por (b) del ejercicio 6, P{' (Uy) = [U,]; pero [Uy] es elemento de la subbase que define a la topologfa de

Tychonoff. Luego, Py ' (Uy) es abierto en [ (Xx, 7). Por lo tanto, Py es una funcién continua.
AEA
(b) Se sabe que una funcién f : (X,7) — (Y, 0) es abierta si existe una base 8 de 7y f(B) € o, VB € (.

Sea 3 (v) la base generada por

v=A{[Ux]: Ux € a,VA € A}

Como sabemos, los elementos de 8 () son de la forma

{X)\a A#Al

— ! I
[Ux,s - Ux] =] X3, donde X} = U A=A,

AEA

y Uy, € 7, Vi€ {l,..,n}

Entonces X} es abierto cualquiera que sea A, y como Py es suprayectiva (ejercicio 3) tenemos
Py [U,\l,U)Q,...,U)\n] = X;\,V/\ €A

Por lo tanto P, es abierta.q
TEOREMA. Sea (X, 7y), una familia no vacia de espacios topoldgicos. Entonces, para cualquier familia
(9r : (Z,0) = (X, 72)), de funciones continuas existe una unica funcién continua g : (Z,0) = [[ (X, 7)
XEA

tal que Pyng = gx, VA € A.
Demostracion: Por la propiedad universal del producto cartesiano sabemos que existe una tunica funcién
g:Z — [] X\ tal que Py\g = gx. Esta funcién, por consiguiente, hace que conmute el diagrama

AEA
(Z,|0)
g|| NI
} P
[T (Xxm) — (Xx7m)
AEA

Sélo falta demostrar su continuidad. Sea + la subbase generadora de la topologia de Tychonoff. En vista de
la conmutatividad del diagrama, del resultado (b) del ejercicio 6 y de la continuidad de gy, para [U,] € v
tenemos

g ([U]) =g L (PTH(UN) = (Pag) ™ (Ux) = g5 (Uy) € 0

Por lo tanto g es continua.q
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5.3 Propiedad Universal del Producto Topolégico

Septiembre 11 de 1985.

Definicién. Se dice que una familia no vacia de funciones continuas

(fr: (X,1) = (Xa, 7))y

tiene la propiedad universal del producto topolégico si para toda familia de funciones continuas
(g9x : (Z,0) = (X, 7)), existe una funcién continua, y solamente una, g : (Z,0) = (X, 7) tal que fig =
gx, VA € A

Ejemplo: En vista del teorema anterior, la familia de A-proyecciones

(P)\ I (Xa,m) = (XA,TA)>
A

AEA

tiene la propiedad universal del producto topoldgico.

Proposicién. Si (fy : (X,7) = (X, 7)), tiene la propiedad universal del producto topolégico, entonces
(fn: X — X)), tiene la propiedad universal del producto cartesiano.

Demostracion: Sea (gx : Z — X), cualquier familia de funciones y supongamos que ¢ es la topologia
discreta de Z; entonces gy : (Z, 0) — (X, 7») es continua, VA € A. Por consiguiente existe una unica funcién
continua g : (Z,0) — (X, 7) tal que fng = g, VX € A. Debido a su unicidad, no es posible que otra funcién,
digamos ¢' : Z — X, satisfaga fig' = ga, VA € A, porque entonces ¢' : (Z, 0) = (X, 7) seria continua y g ya
no serfa tnica. Esto prueba que (f), tiene la propiedad universal del producto cartesiano.a

El siguiente resultado muestra algin parecido con la propiedad caracteristica de la topologia inicial; este
parecido no es casual. Mds adelante veremos la esencial relacion que existe entre la inicialidad de una familia
de funciones continuas y la topologia de Tychonoff.

Proposicién. Si (fy : (X,7) = (X, 72)), tiene la propiedad universal del producto topoldgico, entonces
toda funcién g : (Z,0) — (X, 7) tal que frg es continua VA € A, es continua.

Demostracion: Por hipdtesis, cada fyg es continua; por lo tanto, si hacemos gy = f\g, entonces

(gr 1 (Z,0) = (X5, 7\)p

es una familia de funciones continuas. Como (fx), tiene la propiedad universal del producto topoldgico,
existe una unica funcién continua f : (Z, 0) — (X, 7) tal que frf = gr. Pero, como vimos en la proposicién
anterior, (f1), también posee la propiedad universal del producto cartesianoy f : Z — X es la tnica funcién
para la cual f)f = gx; y como g\ = fig, entonces f = g. Por lo tanto g es continua,como se queria probar.q

Es de esperar que, como ocurre con la propiedad universal del producto cartesiano, también la propiedad
universal del producto topolégico caracterice tal producto. La siguiente proposicidn confirma esto.

Proposicién. a) Si (fx: (X,7) = (X, 72)), tiene la propiedad universal del producto topolégico y h :
(X',7") = (X, 7) es un homeomorfismo, entonces la familia (fyh: (X',7') = (X\,72)), también tiene la
propiedad universal del producto topolégico.

b) Si (fa: (X, 7) = (Xx, 7)), v (fy 1 (X', 7") = (X, 72)), son familias que tienen la propiedad universal
del producto topoldgico, entonces existe un unico homeomorfismo h : (X',7') — (X,7) tal que fih =
fLLVAe A

Demostracion: a) Sea (gx : (X", 7") = (X, 7x)), cualquier familia de funciones continuas. Por la proposicién
que anteprecede a ésta y por ser i una funcién biyectiva, la familia (fyh : X’ — X)), tiene la propiedad uni-
versal del producto cartesiano. Por lo tanto, existe una dnica funcién g : X" — X' tal que (fxh) g = gx,VA €
A. Para terminar la prueba sélo falta mostrar que g : (X", 7") — (X', 7') es continua. Como cada gy lo es,
entonces fy (hg)es continua para toda A € A, de modo que por la proposicién anterior, hg : (X", 7") — (X, 1)
es continua. Por otra parte, al ser h un homeomorfismo tenemos, por el reciproco del corolario anterior, que 7/
es la topologia inicial correspondiente a h y 7; pero hg es continua. Entonces, por la propiedad caracteristica
de la topologia inicial, g es continua.

Septiembre 13 de 1985.
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b) Por la proposicién anteprecedente las familias
(f,\:X—)X,\)A y (f;\:X’—)X,\)A

poseen la propiedad universal del producto cartesiano. Se sabe que existe una funcién, y solamente una,

h : X' - X que es biyectiva y tal que f\h = f;. Como cada f} es continua y (fx), posee la propiedad

universal del producto topolégico entonces, debido a la proposicién anterior, h tiene que ser continua. Por

razones andlogas h~! también resulta continua, pues f{h~* = fy. Por lo tanto, h es un homeomorfismo.a
Def. Al homeomorfismo h anterior se le llama homeomorfismo natural. Si

(fr: (X,1) = (Xa, 7))y

es una familia con la propiedad universal del producto topolégico, entonces se dice que (X,7) es un
producto topolégico de la familia (X),7.), con proyecciones f).

(P)\ I (Xa,m) = (XA,TA)>
A

AEA

tiene la propiedad universal del producto topoldgico; por (b) se tiene el homeomorfismo natural

h:(X,m) =] (Xxm)
AEA

Fjercicio: 4. Sea h : (X,7) = (X', 7") un homeomorfismo, sea a cualquier familia de subconjuntos de X,
y sea
o ={h(A): Aea}
Probar que:
i) « es base de T & o' es base de 7’
i1) a es subbase de 7 & o' es subbase de 7'
Ejemplo 1: Sean (X1,7),(X2,72), ..., (Xn, ) ene espacios topolégicos no necesariamente distintos y con-

sideremos el conjunto
X1 x Xo x - x X, ={(x1,22, .., xp) t x; € X;}

Se sabe que es biyectiva la funcién

h:Xpx Xy x - x X, =[] X
AEA
tal que h(z1,Z2,....,x,) = (A, f), con f (i) =z;,Vie A ={1,2,...,n}

Si 7 es la topologia inicial correspondiente a h y 7, donde 7 es la topologia de Tychonoff para [ Xj,
XeA
entonces

B (Xy X Xo X oo X X, 7) = (H XA,T>
AEA

es un homeomorfismo.
En efecto, h es continua porque U € 7 = h™! (U) € 7 (por definicién de topologia inicial), y es abierta

porque U € ¥ = h (U) =h (lf1 (U)) =U, p.a. U € 7. Luego, h es homeomorfismo.

Por otra parte, si 7; es una subbase de 7; y G; € v; o G; = X;, entonces

h(Gr x Ga x -+ xGn) = {h(g1,92,.-,90) : 9i € Gi}
= {(Af):F(i) €Gi}
= [Gl,GQ,...,Gn];

y si Gy = X;,Vi # j y G; # X, entonces
h(G1 XGQX---XGn):[Gj]
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Por lo tanto, en virtud del resultado del ejercicio 4 tenemos que
{G1 xGyx--xGy:G; €7 0Gi =X}
es una base de 7, y que
{Xix - xXjo1 xGj x Xj11 x---x X, :Gj €}
es una subbase de T.q

Septiembre 18 de 1985.

FEjercicio: 5. Sea (fx : (X, 7) = (X, 7r)), unafamilia de funciones continuas con la propiedad universal del
producto topoldgico. Si h : (X', 7') — (X, T) es una funcién continua, probar que (frh : (X', 7") = (X1, 7)),
tiene la propiedad universal del producto topoldgico si, y sélo si, h es un homeomorfismo.

Por el gjercicio 5, la familia de funciones continuas

(pih : (X1 X X x - X X3, T) = (X, 73)) 1 <ic

n

tiene la propiedad universal del producto topolégico. Por lo tanto
(X1 x Xg x -+ x Xp,T)

es un producto topolégico de la familia (X;, 7;); -, con proyecciones p;h.
Ejercicio: 6. Si 3; es una base de 7;, probar que

{U1XU2X"'XUnZUiEﬁi}

es una base de T.
Por el ejercicio 6 tenemos que
{Uy xUs x---xU,:U; €13}

es una base de 7.
Ejemplo 2: Sean (X1,71),(X2,72), -, (Ximan, Tman) €me mas ene espacios topolégicos no necesariamente
distintos. Por el ejemplo 1 se tienen los siguientes espacios topolégicos:

(X1 X Xo X oo X X pdn, T) ceeeerree ettt (a)
(X1 XXQX"'XXm,’ﬁ) ........................................................... (b)
(Xm+1 X Xm+2 X X Xm+n77-2) .............................................. (C)
(X1 x Xox-+-x X)X (Xpng1 X Xingo X -+ X Xongn) , 73) -..(d)

Sea,
f:(Xy % xXmin, T) = (X1 x - xX0) X (Xong1 X - XXpngn) ,73)

la funcién
f ({I}'l,fEQ, awm+n) = ((fEl,.’EQ, 7wm) ) (mm+17$m+27 awm+n))

f es biyectiva porque existe su inversa

f_l ((37173727 "'7:Um) ’ ($m+1,$m+2, ...,$m+n)) = (wlam% ---:mm-i-n)

Veamos por qué es continua. Para i € {1,2,...,m} sean, 7; una subbase de 7; y G; € ~;; por el ejemplo 1,
X1 X+ xG; x - x X, es un abierto subbésico del espacio (b), y sij € {m +1,m +2,...,m + n}, entonces
Xmt1 X+ X G X+ x Xpppp es un abierto subbdésico del espacio (c); por lo tanto, una subbase del espacio
(d) es

{(X1 X xGix X Xp) X (Xpg1 X oo X Xppan) : 1 <0 <m}U

{(X1 x - xXp) X (Xmg1 X - XG5 X - xXpppp) m+1<j<m+n}
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Y tenemos

f_l((Xl XX G XX X)) X (X1 X X2 X -+ - X Xopgn))
= {fﬁl ((T1y ooy Ty ey Tn) s (Bt 1y Tt 2y ooy Timtn)) = T € Gi}
= {(z1,22, ', Tmin) T EGi} =X1 X+ X G X+ X Xy

que es un abierto subbdsico del espacio (a). Andlogamente

FTHUX x X x oo x X)) X (Xpg1 X oo X Gy x oo X Xpngn))
= XixXox--- XXy XXy X - xGj X X Xppyn

que es otro abierto subbdsico de (a). Por lo tanto f es continua. Ademds f es abierta porque aplica abiertos
bésicos en abiertos bésicos; en efecto

f(Gl X---XGm+n):(G1 X---XGm)X(Gm+1 X---XGm+n)
Por lo tanto, f es un homeomorfismo.

(Xl XX2X"'XXm+n,7:)

1f
(X1 X XX, 71) X (X1 X - XXty 72) B (X1 X -+ X Xinon, 72)
la 1 pi
(X1 X Xo X+ - X X, 71) (Xi, )

f
(wla--jwnﬁ-n) — ((mla--awm)a(fvm+17--awm+n)) =2y (Tmt1s - Tmin)

Ip; lg
pi
T (T1,%2, s Trn) — T

[Ahorita nadie sabe que mafnana va a temblar... 'y duro!]

Continuaremos la vez préxima.

Miércoles 25 de septiembre de1985.

Ejercicios: 7. Probar que toda seccién s : (X,7) — (Y, o) es una inmersién topoldgica, (i.e. s es inyectiva
y T es inicial respecto a s y o).
8. a) Sean (X1,71),(X2,7), ..., (X, Tn) ene espacios topolégicos y sea

(X1 xXox---xX,,T)
un producto topoldgico de ellos. Probar que la funcién
S; . (XiaTi) d (X1 X Xog X -+ X Xn,7~')

dada por
s; () = (1, o0y Ti—1, T, Tix1, -, Tp) , donde 1, ..., Ti—1, Tit1, -.., T, sON fijos

es una seccion, para toda i € {1,2,...,n}.

b) Sea [[ (X, 7») un producto topoldgico tal que A #  y X # 0,V € A. Probar que toda A-proyeccién
AEA
es una retraccién.

Ejemplo 3: Consideremos el conjunto Ex --- x E = E" topologizado en el primer miembro con la topologia
7 del ejemplo 1y en el segundo miembro con la topologia usual 7. Tanto (E x - - - x E, 7) como (E", 7) tienen
el mismo conjunto subyacente, a saber, el conjunto de n-adas ordenadas de nimeros reales. Veremos que
también tienen la misma topologia.
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Por el resultado del ejercicio 6, 7 tiene la base
B ={(a1,b1) x (az,b2) X -+ x (an, bn) : (a;,b;) C B}
Por otra parte sabemos que
B={D.(z) :z € E",e >0}

es base de 7. Para alcanzar lo que se quiere probaremos que B CTyquefgC
Sea A€ pfyx=(r1,2,..,2,) € A; entonces A = (ay,b1) X - - - X (ap, by, ) y a; <x; < b, Vie{l,2,..n}.

Sea ¢ = min {x; — a;,b; —x; i € {1,2,...,n}} y 2’ € D, (z), ' = (2,5, ..., z]); entonces

n

(@, @) =) (af —z:)° <&

i=1
Ademss si
|a:; — a:j| =max {|z] — z1|, |75 — T2|, ..., |Z), — Tn|}
entonces
:U —CU] <Z T} —a:l <ée®
g |a:; —xj| <e,.a' € (a1,b1) x - -+ X (an,by) ;.. Ds () C A; . BCr- . FCr
Ahora seae > 0y z = (z1,%2,...,2,); entonces D, (z) € . Sea z' € D, (z), ' = (z},2h,....,2),) v sea

d=¢e—p(z,2'). Veremos que

A:(m’l—%,xi+%>x---x (m;—%,m;+%>gDs(1‘)

" n __ " " ny.
Sea z" € A, 2" = (2,2}, ...,2)); entonces

! 6 " ! 6 . 6
T — —= < <zi+—,ie|r;— x| < —=;

Voot ot v

2
/ "

(7 — 'Ti)2 < 6_, p(z',z") <4
n
Lp(z,a”) <p(z,2) +p(2") <p(,2)+d=p(@2)+e—p(2,2)=¢
2" eD.(x); . Vo' € D, (x)3JA € B.5.2' € AC D, (2);
“D.(z)eT; . pCT;.TCT.

Esto demuestra que 7 = 7, que es lo que se queria.a

[Ciudad conmocionada por efectos del sismo. Confusion; nada en su lugar. El grupo de topologia, desperdi-
gado; (hoy asistimos sdlo dos de los trece alumnos que somos). Acordamos en vernos dentro de una semana
esperando la reintegracion de los demds. ...jQué no falten!]

Miércoles 2 de octubre de 1985.

Ejercicios: 9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y supongamos que X = AUB y que zp € ANB.
Sea f: (X,7) — (Y, 0) una funcién tal que f | Ay f | B resulten continuas. Probar que f es continua en .
10. Sean i1, i, ..., iy € N tales que 1 < iy < iy < -+ <14y, <n. Probar que es continua y abierta la funcién

FEx - xE—=>E"5.f(x1,22, - Tn) = (Tiy, Tig, -, Tiy, )
Ejemplo 4: Considérese la funcién

hiEx- - xE—=E" xE".5.h (1,22, s Tman) = (1,22, s T ) 5 (Trnt 1y Tt 2y ooy Tintn))

m+n factores
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entonces h es un homeomorfismo natural.

Em" xE* & En py q son las proyecciones de E™ x E" en E™ y en E” resp.;
pJf ph ($1,$2,...,$m+n) = (1‘1,1‘2,...,1}m)
E™ qh (mlam27"'7xm+n) - (xm+1amm+2;---;mm+n)

h es biyectiva porque existe su funcién inversa
RN (21, %25 ey ) s (Tt 1> T2y ooos Tmgn)) = (1, T2, oy Togm) -
ph y qh son continuas y abiertas por el ejercicio 10. h es abierta porque
h(Up XUy x -+ X Uppn) = (U X Us X -+ X Upy) X (Upna1 X Uz X ==+ X Uppen))

es abierto en E™ x E™. Por lo tanto, A es un homeomorfismo natural.q

[Las cosas tienden lentamente a la “normalidad”; mucha gente fatigada. El mensagje presidencial: ((entierren
a sus muertos y apechuguen)). La asistencia en clase aumentd en uno; como sea, la semana préxima termi-
nard el curso.]

Octubre 7 de 1985.

Proposicién. Sean (X1,71),(X2,72), ..., (Xpn, Tn) ene espacios topoldgicos no necesariamente distintos y
sea A; C X;,Vi € {1,2,...n}. Entonces:

a) Ay x Ay x - x Ay = Ay x Ay x -+ x A,

b) (A x Ay X ---x Ap)° =A; x Ay x -- - x A,

c) Paran =2,0(4; x A2) = (8A1 X A_g) U (A_1 X 6142)

Demostracion: a) Se sabe que la funcién

h: X1 x--xX, —>H Xn.sh(zy,xn) =, f) con A={1,..,n} vy f(i) =2
AEA

define un homeomorfismo
h:(X1 xXyx---xX,,T) —)H (Xa, )
AEA

donde 7 es la topologia que tiene por base
{U1XU2X"'XUnZUiETi}

En consecuencia tenemos

h(Alx--xAn):h(Alx--xAn):HA,\:HA_,\:h(A_lx--xA_n)
AEA AEA

de donde se sigue lo que se quiere.
b) Se sabe que A; € 1; y A; C A;; en consecuencia

Al><212><---><2{n€7~'y241xAQX---xAngAl><A2><---><An;

por lo tanto
Ay x Ay x - x Ay C (A x Ay x -+ x Ay)°

Por otra parte, si (21, s, ...,2,) € (41 X Ay x - -+ x A,)°, entonces para cierto abierto basico tendremos
(T1,%2, .y Ty) EUL X U X -+ x Up C Ay X Ay X -+ X Ap;
por lo tanto U; C A;; y como U; € 13, entonces U; C A;,Vi € {1,2,...,n}. Por lo tanto

o

U1XU2X"'XU7L§;11XAQX"'XAn;_'_(QZl,QZQ,...,Q?n)61211XAQX"'XA”
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(A X Ay x oo x Ap)° C A x Ay x - x Ay

y se sigue lo que se quiere.
¢) Se sabe que 0A = AN X — A; por consiguiente

O(A; x A2) = A x AN (X x Xo) — (A1 x Ay)
= A X AN A x %] UK X (Ko = A3)]
= A1><A2r1[(Xl—Al)xXQUXlx(XQ—/b)]
[ ) 0 ()] U [ < ) 0 (X % K )]
[ A ) x (80 )] U (A 0 X0) < (50T )
= (041 x A) U (A; x 04s) .a

Octubre 9 de 1985.

Definicién: Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, diremos que A es denso en X si A = X.

Ejemplo: Q es denso en E; i.e. Q = E.

Proposicién. Si (X, 7) es un espacio topoldgico cualquieray A C X, entonces A es denso en X si, y sélo
si, UNA #o,VU € 1,U # @.

Demostracion: =) Sea U € 7,U # @ y sea € U; entonces U €N,, y como z € X = A, entonces
UNA#a.

<) Sear € X ysea U €N2; entonces U € 7,U # @; . UNA# @YU €N; .z € A. Por lo tanto A es
denso en X.q

Proposicién. Sean (X, 1), (X2, 72), ..., (Xn, 7) ene espacios topoldgicos, y sea A; C X;,Vi € {1,2,...,n}.
Si cada A; es denso en X;, entonces Ay X Ay X --- X A, es denso en X7 X Xo X -+ - X X,,.

Demostracion: Por hipétesis A; = X;,Vi € {1,2,...,n}, de modo que por (a) de la proposicién vista en la
clase anterior tenemos

Al x Ay x - x A, =A; x Ao x - x A, =X; X Xo X+ x X,

que es a lo que se queria llegar.q

Proposicién. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, arbitrarios. Si A = X, entonces A es denso
en X.

Demostracion: S10A=ANX — A =X, entonces X CA; - A=X, ie. Aesdensoen X.q

Observacion: La frontera de un conjunto denso no necesariamente es todo el espacio; por ejemplo, si
T={X,A, o}, con X # A # &, entonces la familia de cerrados es & = {&, X — A, X} y, por lo tanto A es
denso en X. Sin embargo,

OA=ANX —A=XN(X-A)=X-A4+#X.a
Proposicion. Si 904; = X; y 04> = X, entonces

6(A1XA2):X1 XX2

Demostracion: Por (¢) de la proposicién de antier, por hipdtesis y por el resultado anterior tenemos:
O (A x As) = (0A1 x A2) U (A1 x 045) = (X1 x Xo) U (X7 x X3) = Xy X Xo.a
Como ejemplo consideremos en R los intervalos (a, b] y [¢, d). Tenemos
(a,b] X [e,d) = {(z,y) E R :a <z <bec<y<d}

Por (a) de la proposicién de antier

(a,6] x [¢,d) = (a,b] x [¢,d) = [a,b] x [¢,d];
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por (b)
[(a,b] x [c,d)]° = (a,b]° x [¢,d)° = (a,b) x (c,d);

y por (c)

ol(a,b] x [e,d)] = (8(a,b] x Te;d)) U ((a, 0] x e, d))

= ([{a}U{b}] x e, d]) U ([a,0] x [{c} U {d}])
= ({a} x[e,d) U ({6} x [e, d]) U ([a, 6] x {e}) U ([a,b] U {d}).
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Topologia Final, Identificaciéon y Cociente

Noviembre 15 de 1985.

Proposicién. a)Sean, (X, 7) un espacio topoldgico, Y un conjunto y f : X — Y una funcién arbitraria.
Entonces la familia (f,7) o definida por

(f,1)o= {VgY:f—l (V) 67’}

es una topologia para Y.

b) f:(X,7) = (Y,(f,7)0) es continua y toda funcién g : (Y, (f,7) o) = (Z, 0) tal que gf es continua, es
continua.

¢) (f,7) o es la tnica topologia para Y que satisface (b).

d) De las topologias de Y, (f,7) o es la mds grande para la cual f es continua.

Def. (f, 7)o se llama topologia final correspondiente a fy 7.

Demostracion: a) Sea (V;); C (f,7) o. Entonces:

(i) f! (Zgl Vl> :igl f~1 (Vi) € 7, porque toda f~1 (V;) € 7 y 7 es una topologia.

(ii) Si I es finito, f~! ('ﬁI Vl> :ﬂI f~1(V;) € 7, porque 7 es cerrada bajo intersecciones finitas.
i€ 1€

Por lo tanto, ‘UI Vi € (f, 7)o,y siI es finito, nI Vi € (f,7) 0. Por lo tanto, (f,7) o es una topologia para
i€ 1€

Y.
b) f:(X,7) = (Y,(f,7)0) es continua porque

Ve(f,rie=f'(V)er

por definicién de topologia final. Por otra parte, si g : (Y, (f,7)0) — (Z,0) es tal que gf es continua y
W € o, entonces g~ (W) es un subconjunto de Y tal que

e W) = (gf) T (W) er

de modo que, por definicién de topologia final, g~—! (W) € (f,7) . Por lo tanto, g es continua.
¢) Supongamos que ¢’ es una topologia para Y segin la cual f: (X,7) — (Y, 0') es continua y que toda
funcién g : (Y,0") = (Z, 0) tal que gf es continua, es continua. Entonces

ly : (Y,o') = (Y, (f,7)0)
es continua, porque ly f = f : (X, 7) = (Y, (f,7) o) es continua. Pero también
ly : (Y,(f,7) o) = (Y, 0')

es continua, por (b) y porque estamos suponiendo que f : (X,7) — (Y,0') es continua. En consecuencia
tenemos que o' = (f,7) o, que es a lo que se queria llegar.

d) Si o' es cualquier topologia para Y tal que f : (X,7) — (Y,0') es continua y V' € o', entonces V'es
un subconjunto de Y tal que f~! (V') € 7; de la definicién de topologia final se sigue que V' € (f,7)o;
.ol C(f,7)o; por lo tanto (f, 7)o es la mds grande de las topologias de Y que hacen continua a f.q

Cuarta tanda de ejercicios: 1. Sea f : (X, 7) — Y cualquier funcién y considérese la topologia final (f,7) 0.
Probar que si BCY — f(X), entonces B € (f,7) 0.

Definicién. Cuando f es suprayectiva, (Y, (f,7) o) recibe el nombre de espacio cociente y se habla de
f:(X,7) = (Y,(f,7) o) como de un cociente.
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Noviembre 18 de 1985.

El lema que sigue es casi la definicién de topologia final, pero posee una ligera sutileza que serd de utilidad
en lo que viene.

LEMA. Sea f : (X,7) = (Y,0) una funcién continua cualquiera; son equivalentes:

(a) o es final respecto a f y 7.

b)Veosi fH(V)er.

Demostracion: (a) =(b) Se sigue de la definicién de topologia final.

(b) =(a) Para V € (f,7) o tenemos f~ (V) € 7; por (b), V € o; .. (f,7) ¢ C 0. Pero f es continua; luego,
o C(f,r)o;. .o=(fT)0.e

Ejemplos: (a) Si f: (X,7) = (Y,0) es continua y o es la topologia discreta, entonces o es final respecto

afyr.
(b) Sea f : ([0,1],7) — {0} U {1} la funcién caracteristica de [$,1], es decir

710.3) = {0}
Flz1] = {1}

La topologia final con respecto a f y 7 es por definiciéon
T)o={VC oyu{1y: v €T};
w(f,m) o= {0} u{l},{0}, 2}

Aqui f es un cociente y la topologia final resultante es especial para el espacio de dos puntos; se llama
topologia de Sierpinski.

Proposicién. Sea f : (X,7) = (Y,0) una funcién continua, suprayectiva y abierta; entonces f es un
cociente.

Demostracién: Hay que probar que o es final respecto a f y 7. Sea V C Y tal que f=* (V) € 7. Como f
es suprayectiva, f (f*1 (V)) = V; luego, V € o porque f es abierta. Por (b) del lema, o es la topologia final.
Por lo tanto, f es un cociente.q

Ejercicio: 2. Si f : (X,7) = (Y, 0) es continua, suprayectiva y cerrada, probar que f es un cociente.

Noviembre 25 de 1985.

Ya se habrd notado la dualidad que eziste entre “lo inicial” y “lo final”. Continuaremos con un resumen
que realce esta dualidad.
Sean, f : X — Y una funcién arbitraria, 7 y o topologias para X y Y, respectivamente.
(i) T es inicial respecto a f y o sit={f ' (V):V € 0}.
i) o es final respectoa f y 7sioc ={V CY:f 1 (V)er}
ii) T es inicial respecto a f y o ssi es la mds pequeiia de las topolgias en X para las cuales f es continua.
w) o es final respecto a f y 7 ssi es la mas grande de las topologias en Y para las cuales f es continua.
v f:(X,7) = (Y,0) es continua, son equivalentes:
(a) T es inicial respecto a f y o
(b) Una funcién g : (Z, 0) — (X, 7) es continua si fg: (Z,9) — (Y,0) lo es.
(vi) Si f:(X,7) = (Y,0) es continua, son equivalentes:
(a) o es final respectoa fy 7
(b) Una funcién g : (Y,0) — (Z, 0) es continua si gf : (X, 7) = (Z, ) lo es.
(vii) Una inmersidn es una funcién continua e inyectiva f : ( ,7) — (Y, 0) tal que 7 es inicial respecto

afyo.

(viii) Un cociente es una funcién continua y suprayectiva f : (X,7) — (Y, 0) tal que o es final respecto
afyr.

(iz) Toda seccién es una inmersion.

Mas ejemplos: (¢) Toda retraccién es un cociente.

En efecto, sir: (X,7) — (Y, 0) es una retraccién, entonces es continua y existe s : (Y, o) — (X, 7) continua
y tal que rs = 1(y,q). 1 es suprayectiva porque para cualquier y € Y, s (y) € X y r (s (y)) = y. Para probar

(i
(
(
(
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que o es final respecto a r y 7 nos valdremos del inciso (vi) del resumen anterior. Sea g : (Y,0) — (Z, p) una

funcién tal que gr : (X,7) = (Z, ) es continua; entonces también es continua la composicién
(gr)s=g(rs) =gl =g

Por lo tanto, r es un cociente.q

Noviembre 27 de 1985.

(d) Sea f : E — E? la funcién f (t) = (cos t,sen t); entonces f es continua porque lo son sus proyecciones

p1f(t) =cost
paf (t) =sen t

Seap=f|5:E— S', donde
S'={(z,y) e R : 2> +y* =1}

entonces p es continua y suprayectiva. También es abierta, ya que una base para la topologia usual de E es
B={(ab):0<b—a<2r}

y para cualquier B € 3, p(B) es un arco abierto de S, por lo tanto, un abierto de (S',7|S"). Asi, p es
continua, suprayectiva y abierta, i.e. p es un cociente.
Esta p es ejemplo de un tipo de funciones importantes en topologia que se llaman funciones cubrientes.
Si consideramos la restriccién
p|[0,27]:]0,27] — S*

obtenemos una funcién continua y suprayectiva que es cerrada (lo cual probaremos luego) pero no es
abierta.[@]

Definiciones. Sean, X un conjunto arbitrario y ~ una relacién de equivalencia en X. Denotemos a la
familia de clases de equivalencia de ~ como X / ~. La proyeccién canénica de la relacién ~ es la
funcién

p: X=X/~ px)=]1]
donde [z] denota la clase de equivalencia de z.
Si f: X =Y es cualquier funcién, la relaciéon de equivalencia en X definida por f, ~¢, es

z~pal & f(z) = f(2)

Por ejemplo, ~ , = ~. Para cada y € Y, la fibra de f sobre y es

Ty ={z e X : f(x) =y}

Las clases de equivalencia de ~son las fibras no vacias de f.

Proposicién. Sila funcién f: X — Y es suprayectivay p: X — X / ~; es la proyeccién canénica de la
relacién ~y, entonces existe una unica funcién g : X / ~;— Y tal que gp = f; esta funcién es biyectiva y su
inversa, g~ ', es la tnica funcién tal que ¢~ f = p.

Demostracion: Sea
g: X [ ~i=Ys. g([z]) = f(z)

Entonces g es una funcién bién definida porque f (x) es independiente de la eleccién de z en [z]; ademds

gp(z) =g ([z]) = f(x), Vo € X; . gp=f
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ysig : X / ~;—= Y es cualquier funcién tal que ¢'p = f, entonces g'p = gp; pero entonces g' = g, porque p
es suprayectiva. Asi pues, g es tinica. También es inyectiva, porque

[z] #[2'] & f(2) # f (@);

y suprayectiva, debido a la suprayectividad de f. Por lo tanto, g es biyectiva. En consecuencia, existe la
funcién inversa de g, g~1, que es tinica debido a la unicidad de g; y como gp = f, entonces g~ f = p, con lo
que la proposicién estd demostrada.a

Noviembre 29 de 1985.

Ejercicios: 3. a) Considérense las funciones (X, ) EN (Y,0) % (Z, ), donde o es final respecto a f y 7y
o es final respecto a g y o. Probar que g es final respecto a gf y 7.
b) Sea f : (X,7) — (Y, 0) cualquier funcién; probar que son equivalentes:
by) f es un homeomorfismo
bs) f es inmersién y cociente
4. Sea f : (X,7) — (Y,0) cualquier funcién, y supéngase que o es la topologia final correspondiente a f y
7. Describase a ¢ cuando:
a) 7 es discreta
b) 7 es indiscreta.

6.1 Espacios de identificacion

Definicién. Sea (X,7) un espacio topoldgico cualquiera. Si ~ es una relacién de equivalencia en X y
p: X — X / ~ es su proyeccién candnica, entonces el espacio de identificacién correspondiente a ~
es (X / ~,7), donde 7 es la topologia final correspondiente a p y 7. En tal caso hablaremos de

p:(X,T) - (X/Naf-)

como de una identificacion.
Proposicién. Sea f : (X,7) — (Y,0) un cociente arbitrario; entonces es un homeomorfismo la funcién

g: (X /~p7) — (Y,0)
[2] — f(2)

Demostracion: Se sabe que que g es biyectiva y que conmuta el diagrama

(Vo) 5 (X [~p)

1 f
(X,7)

Por lo tanto, dada la continuidad de f y p, son continuas las composiciones gp y ¢~ f. Entonces, debido al
inciso (vi) del resumen anterior, g y ¢g~! son continuas. Por lo tanto, g es un homeomorfismo.q

Por esto, porque son homeomorfos, es que se suelen tomar como equivalentes el espacio de identificacién
y el espacio cociente.

Ejemplos: 1. Sea 7 la topologia usual de E y consideremos el subespacio

([0, 27], 7 [ [0, 27]) ;

sea ~ la relacién de equivalencia que hace 0 ~ 27 y t ~ t. ; Cudl es el espacio de identificacién correspondiente?
Veamos: la funcién
f:[0,2n] = S'.5.f (t) = (cos t,sen t)

es un cociente porque es continua, suprayectiva y cerrada (lo de cerrada tiene ain su demostracién pendiente);
ademds ~y= ~. Luego, debido a la proposicién anterior, el espacio de identificacién es (homeomorfo a) S*.
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En general, si [a,b] C E, con a < b, entonces el espacio de identificacién que resulta de identificar a con b
es S1(salvo homeomorfismo).
En efecto, consideremos el homeomorfismo lineal

h:la,b] = [0,27], h(t) = at+ B.5.h(a) =0,h(b) =27

Entonces

aa+B=0\ 2w ,3——27T . 27 (t — a)
ab+ [ =2m T e YT Th—a

Entonces, por (a) y (b) del ejercicio 3, tenemos el cociente
fh:[a,b] — S*

del que resulta S como espacio de identificacién.q
2. Consideremos el subespacio de E?

(I?,7]1%), donde I* = [0,1] x [0,1].
Sean, C (inicial de cilindro) el conjunto
C={(z1,22,73) €E* |2} +23 =1,0< x5 <1}
y f: I? = C la funcién
f (s,t) = (cos 2ms, sen 27s, t) ;

f es un cociente porque es continua, suprayectiva y cerrada (demostracién pendiente); por lo tanto, C es
el espacio de identificacién correspondiente a ~ ;. Nétese que para 0 < s < 1, (s,t) sélo es equivalente a si
misma, mientras que para s =06 s =1, (0,¢) ~¢ (1,t).a

Continuaremos la vez préxima.

Lunes 2 de diciembre de 1985.

Ejercicio: 5. Si f : X — Y es suprayectiva y 7 y ¢ son topologias para X y Y, respectivamente, probar
que si 7 es inicial respecto a f y o entonces o es final respecto a f y 7. Si ¢ es final respecto a f y 7, ;es
cierto que 7 es inicial respecto a f y o7

Ejemplo: 3. Sea

p: I — St
t +—— (cos 2wt,sen 2mt)
y consideremos la funcién
pxp: IxI — St x St 1

(s,t) +—— ((cos 2ms,sen 27s) , (cos 27t,sen 27t))

p X p es continua porque lo son sus funciones componentes, es claro que es suprayectiva y ademas es cerrada
(demostracién pendiente); por lo tanto, es un cociente.

o (I ) ~pxp, T) 2 St x S = Toro bidimensional (T°) .a

!Recuérdese la definicién del producto cartesiano de una familia de funciones, y su descripcién esencial, vistas en
la clase del 14 de agosto.
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Axiomas de Separacion

Al hablar de separacién en un espacio topoldgico nos referimos a la separacién que podemos inducir entre
los puntos del espacio valiéndonos de los conjuntos abiertos. En un espacio indiscreto, por ejemplo, esta
separacion es nula, pues para cualesquiera dos puntos es imposible hallar un abierto que contenga a uno de
ellos sin contener al otro. No asi en el espacio de Sierpinski

(S,0), donde S = {s1,s2} vy o ={S,{s1},9}

ya que el abierto {s;} contiene a s; pero no a ss.

Definicién: Se dice que un espacio topolédgico es Tg si para cada par de puntos distintos existe un abierto
que contenga a uno de los puntos y no al otro.

Proposicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario; son equivalentes:

a) (X,7) es Tp -

b) Si z y y son puntos distintos de X, entonces {z} # {y}.

Demostracion: (a) =(b) Sean z,y € X, x # y; por (a) existe U € 7 tal que x € U y y € X — U; luego,
UeN2yUN{yl=2; ...z ¢ {y},ycomo z € {z}, entonces {z} # {y}.

(b) =(a) Sean z,y € X, x # y; por (b) existe z € {x} tal que z ¢ {y}; en consecuencia, existe U € N2 tal
que Un{z} #@ y Un{y} =@. Por lo tanto, (X, 7) es Tp.

Diciembre 4 de 1985.

Definicién. Se dice que (X, 7) es un espacio Ty si para cada par de puntos distintos z,y € X, existen
UVertalesquezelU,z ¢ VyyeV,y¢U.

Ejemplos de espacios To y T;: a) Todo espacio T es Tp.

b) Sea (X, 7) un espacio topoldgico en el que 7 es la topologia cofinita, es decir

T={2}U{G C X : X — @ es finito}

Entonces (X, 1) es T}.
En efecto, si z,y € X, © # y, entonces

reX—{yt=G1 y yeX—-{z} =G,

y tanto Gjcomo G son abiertos porque ambos tienen complementos finitos; ademds « ¢ G2 y y ¢ G;. Por
lo tanto, (X, 1) es T}.

Proposicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario; son equivalentes:

a) (X,7) es Ti.

b) {z} es cerrado en (X, 7),Vz € X.

¢) Todo subconjunto de X es la interseccién de la familia de abiertos que lo contienen.

Demostracion: (a) =(b) Sea x € X;siy # x, por (a) existe V € 7 tal quey € V C X —{a}; luego V € Ny
yVn{z}=2;. . y¢{z},Vy € X,y # . Luego, {x} = {z}; por lo tanto, {z} es cerrado en (X, 7).

(b) =(c) Sea A C X y sea

V:.QJVJ-,donderETyAng,VjEJ;
j

entonces A C V. Sea x € V' y supongamos que z € X — A; entonces A C X — {z} que es abierto porque,
por (b), {z} es cerrado. Entonces X — {z} =V;, p.a. j€ J; .V CV}; -.x € X — {z} V Esta contradiccién
o



7. Axiomas de Separacién 66

muestra que es falso suponer que x € X — A; - A =V, i.e. A es la interseccién de todos los abiertos que lo
contienen.

(c) =(a) Sean z,y € X, = # y; por (c), {z} es la interseccién de todos los abiertos que lo contienen;
por lo tanto, y no pertenece a todos los abiertos anteriores, i.e. existe U € 7 tal que z € U C X — {y}.
Andlogamente se prueba que existe V € 7 tal que y € V C X — {z}. Por lo tanto, (X, 7) es T .a

Definicién. Decimos que un espacio topolégico es To 0 espacio de Hausdorff si para cualesquiera dos
elementos distintos z,y € X existen abiertos U y V talesque z e U,y e VyUNV = 2.

Ejemplos de espacios T; y T2: a) Todo espacio T» es T .

b)E" esTh,Vn € N, yaquesiz,y e B, z £Zyye= %p(m,y), entonces
D.(z)ND.(y) =2

Hasta aqui sabemos que todo espacio T> es T} y que todo espacio T es Ty. Los reciprocos, como es de
esperar, no son ciertos. El espacio de Sierpinski es ejemplo de un espacio Ty que no es 77, y un ejemplo de
espacio T1 que no es Ty lo da cualquier espacio infinito con la topologia cofinita ya que si X es infinito y
para todo par de puntos distintos existiesen sendos abiertos ajenos Gy y G, entonces

X:X—QZX—(GlﬂGQ):(X—Gl)U(X—GQ),

que resulta finitoV .Por lo tanto el espacio no puede ser T5.

o

Diciembre 9 de 1985.

Proposicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Son equivalentes:

a) (X,7) es de Hausdorff.

b) La diagonal A = {(z,z) : © € X} es cerrada en (X x X, 7).

Demostracion: (a) =(b) Sea (z,y) € (X x X) — A; entonces z # y y, por (a), existen U,V € 7 tales que
zeU,ye VyUNV =@. Por lo tanto, (z,y) € U xV, que es abierto en (X x X, 7)(7 denota a la topologia
producto); ademéds U x V C (X x X) — A, ya que si (2',3") € U x V entonces no puede ser 2’ =y’ pues de
serlo tendriamos U NV # &, lo que es falso. Por lo tanto, (X x X) — A es abierto en (X x X, 7), de donde
resulta que A es cerrada.

(b) = (a) Sean z,y € X, x # y; entonces (z,y) € (X x X) — A que es abierto porque A es cerrada. En
consecuencia, existen U,V € 7 tales que (z,y) e UXxV C (X xX)—-A; .z e€U,yeVyUnV =g. Por
lo tanto, (X, 7) es de Hausdorff.@

Proposicién. Sean, f,g: (X,7) = (Y,0) dos funciones continuas cualesquiera y

A={zeX: f(x)=g(x)}

Si (Y,0) es Ty entonces A es cerrado en (X, 7).

Demostracion: Sea © € X — A; entonces f (z) # g (z), y como (Y,0) es Ty, existen Vi,V2 € o tales que
f(@) eV, g(x) e VayViNVy =@. Ademéas f y g son continuas, de modo que f~1(V;),g7 1 (V5) € N2;
LTV ngTH(Ve) € A7, v como

FUTV)Ng (VB) CViyg(fF7 ()Nng™ (12)) C Ve

entonces f~1 (V1) Ng™ ' (Vo) C X — A4; -. X — A € 1; por lo tanto, A es cerrado.q

Corolario. Sean f,g: (X,7) = (Y, 0) dos funciones continuas tales que f | D = g | D, donde D es denso
en (X,7);si (Y,0) es T» entonces f = g.

Demostracion: Como f | D =g | D, entonces D C A (de la proposicién anterior) que es cerrado. Luego,

X=DCA=4

Por lo tanto, A = D; por lo tanto, f = g.a

LEMA. Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcién continua e inyectiva. Si (Y,0) es T;,i € {0, 1,2}, entonces
(X, 7).

Demostracion: Seai =0,y sean z,y € X, z # y. Como f es inyectiva, f (z) # g (z);

LAV eos. fx) eVCY —{f(y)}
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sz € fTH(V)CX ~{y}

Como f es continua, f~! (V) € 7. Por lo tanto, (X, 7) esTp. La prueba para los casos i = 1,2 es anéloga.a
CoROLARIO. Si (X, 7) es T;,i € {0,1,2}, y A C X entonces (A, 7| A) es T;.
Demostracion: Ya sabemos que la inclusién

v (AT A) = (X,7)

es una funcién continua e inyectiva. En consecuencia, del lema se desprende que si (X,7) es T; entonces
también (A, 7 | A)es T;.a

Diciembre 11 de 1985.

COROLARIO. Si f: (X,7) — (Y, 0) es continua y (Y, o) es T}, entonces (X / ~y,7) es T;. !
Demostracion: Se sabe que la funcién

g: (X /~p7) — (Y,0)
[2] — f(2)

es un homeomorfismo cuando f es un cociente. Pero aqui f solamente es continua. Sin embargo, si [1] # [22]
entonces f (z1) # f (z2). Por lo tanto, g es inyectiva; de modo que, en vista del lema anterior, (X / ~,7)
es T; si (Y,0) es T.a

TEOREMA. Sea (X3, 7»), una familia cualquiera de espacios topoldgicos. Son equivalentes:

(a) /\HA (XA,TA)A es Ti, (’L = 0, 1,2).

€
(b) (X)‘,T)‘) es T;, VA € A.
Demostracion: (a) =(b) Sea A € A un elemento arbitrario; para cada A’ € A — {\} sea zx» € X un

elemento fijo. Sea ¢ : (X, 7\) = [I (X, 7)) la siguiente funcién:
AEA

, z,si A=A
@) = (A,1), donde f () = { WX =N
Entonces la composicién Py coincide con la identidad en (X, 7y), si \' = A, y con la constante de valor zy/,
si A # ). Cualquiera que sea el caso, esta composicién es continua y, por la propiedad universal del producto
topoldgico, también ¢ es continua®. Por otra parte, si #,2’ € X son puntos distintos, y ¢ (z) = (A, f) y
w(x') = (A, f"), entonces f(A\) =z #z' = f'(N); .. (A, f) # (A, f'); por lo tanto, ¢ es inyectiva, de modo
que por (a) y por el lema anterior, (Xy, 7)) es Tj.
(b) =(a) Sean (A, f), (A, f") € I[] (X, 7») tales que (A, f) # (A, f'); entonces existe A € A tal que
AEA

FA) # f1(N). Sean z, 2’ € X,z = f(A\) ya' = f'(\); por (b), si i = 0, existe U € 7 tal que = €
U C Xy — {z'}. Entonces (A, f) € Py' (U), que es abierto en [[ (Xx,7), vy (A, f") ¢ Py' (U) porque

AEA
Py (A, f) = f'"(A) = 2’ ¢ U. Esto significa que [] (Xx,7r) es To. Andlogamente se prueban los casos
AEA
i=1,2.q
Observacién: Si A = @ la propiedad sigue cumpliéndose porque @ es T; y [] (X, 7a), que en este caso

XEA
consta de un solo punto, también es T;. ©
Fjercicios: 6. Si (X, 1) es To y {x1,22,...,2,} es un subconjunto de n puntos de X, probar que existen
Ui €Ny, Us e NS ,..,U, €Ny tales que UiNU; = @, sii# j.
7. Demuestre que si (X, 7) es un espacio infinito de Hausdorff entonces posee un subespacio discreto y
numerable infinito®.

'No siempre una identificacén resulta T;.
2Recuérdese el resultado enunciado en la segunda proposicién vista en la clase del 11 de septiembre.
3Una copia de N, como quien dice.
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Fuentes

Diciembre 13 de 1985.

Definicién. a) Una fuente de funciones (fuente en Set) es una pareja (X, (f;);) en la que X es un
conjunto arbitrario y (f;); una clase arbitraria de funciones f; : X — X;. En tal caso, X recibe el nombre
de dominio de la fuente y la clase (X;),; de conjuntos el de codominio de la fuente.

b) Si F = (X, (fi);) es una fuente cuyo codominio es una familia (X;, 7;); de espacios topoldgicos, entonces
la topologia inicial' para X correspondiente a (f;); y a (7)1 es la topologia T generada por la familia

y={f"(h):U; e}

Ejemplos: 1. Sea F = (X, (fi);)una fuente con un sélo miembro, i.e..5.#I = 1 (digamos: I = {0}).
Entonces la topologfa inicial correspondiente a (f;); y (7;); estd generada por

{fo_l (U):UETO} =7 (fo,70);

por tanto, coincide con la inicial correspondiente a fo v 7p-
2. Para mostrar que v no necesariamente resulta una topologia, consideremos X = {a,b,c}, I = {1,2},
(X, 7)) = R con la topologia usual y definamos fi, f> : X — R como:

fi(a) = 0, fi(b)=fi(c)
fa(b) = 0, fa(a) = fa(c)

_ 99 101 _ 99 101
f11<1—00:m>:{b:0}67 y f21<mam>:{aac}€7

Si «y fuese una topologia, deberia contener a {c}; pero es claro que {c¢} no es preimagen bajo f; ni bajo fo
de ningin abierto en R. Por lo tanto, v no es una topologia para X. Este ejemplo muestra también que y
tampoco es, en general, base para una topologia de X, porque una base también debe ser cerrada bajo la
formacién de intersecciones finitas.

3. Si 7; es indiscreta para toda i € I, entonces

1
1

Entonces

X,siU;, =X, ,.
fil(Unz{ U =X

g,siU; =@

por lo que la topologia inicial también resulta indiscreta.
4. Si cada f; es constante de valor x; € X;, entonces
_ X,six; €U;
o=
o, six; ¢ U;
por lo que también en este caso 7 resulta indiscreta.
TEOREMA. Sea f = ((X, T) LI (Xi,ri))l una fuente arbitraria; son equivalentes:

(@) T es inicial respecto a (f;); y a (7i);
(b) T tiene por subbase a
v = {fi_l (U;) : U; € ;, subbase de 7; }

! También llamada débil.
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(¢) 7 es tal que cada f; es continua, y serd continua toda funcién g : (Z,0) — (X, 7) tal que fig: (Z,0) —
(X;,7i) es continua, Vi € I.

(d) T es la mds pequena de las topologias en X para las que cada f; es continua.

Demostracion: (a) =(b) Sea 7' la topologia para X generada por 7'. Como =; es subbase de 7;, entonces
v C = {f;l Ui):U; € Ti}, subbase de 7; . 7/ C 7. Para probar la contencién en sentido contrario
basta mostrar que todo miembro de « es elemento de 7'. Para ello escojamos U € § (v;) arbitrario; entonces

U :,ﬁl Uj, con Uj € v;, Vj € {1,2,..n}; . 71 (U;) € 4’5 . f7' (U) € 7'. Ahora bien, si U; € 7;, entonces
j:

K3 K3

Ui = UUy, con Uy, € B(vi); . f; Y (Ui) = Uf; H (Ug) € '; .7 C 7. Esto demuestra que 7' es subbase de 7.
(b) =(c) Claramente (b) implica la continuidad de cada f;. Sea g : (Z,0) — (X,7) tal que cada f;g es
continua, y escojamos V € 7' arbitrariamente. Entonces V = f;"! (U;), con U; € ;, p.a. i € I, y tenemos

g7 (V) =g7" (/71 (U) = (fig) " (Ui) €0

debido a la continuidad de f;g. Por lo tanto, g es continua.
(¢) =(d) Por (¢), T es una de las topologias de X para las que cada f; es continua. Sea 7' otra topologia
con la misma propiedad. Entonces es conmutativo el siguinte diagrama

x,7) L (x,m)
(X,7)

de lo cual resulta continua la composicién f;1x y esto, debido a (¢), implica la continuidad de 1x : (X, 7") —
(X, 1), de donde 7 C 7/, lo que significa que 7 es la mds chica de las topologias con tal propiedad.

(d) =(a) Consideremos la subbase 7 de la topologia inicial correspondiente a (f;); y a (7;);. Por hipétesis,
cada f; : (X,7) — (X;,7;) es continua; luego, cada miembro f; * (U;) de v es elemento de 7; por lo que
7(y) € 7. Y como al topologizar X con 7 () cada f; resulta continua y, por hipétesis, 7 es la topologia més
chica con esta propiedad, entonces también 7 C 7 (7). Por lo tanto, 7 (v) = 7, lo que significa que 7 es la
topologia inicial.q

Ejercicio: 8. Sea F = (X EL (S, a)) una fuente en la que X es cualquier conjunto, (S,o) es el espacio
- X

T

So,8iy==x

de Sierpinski y para cada z € X

Probar que la topologia inicial para X correspondiente a (f;)y ¥ o es la topologia cofinita.

Definicién. Una monofuente (en Set) es una fuente F en la que cualesquiera dos puntos distintos de
su dominio poseen imagenes distintas bajo al menos un miembro de la clase de funciones de F.

Ejemplos: 1. Una funcién inyectiva es monofuente.

2. Cualquier fuente que contenga una funcién inyectiva es monofuente.

3.5 F = (X Ei Xi) y F'= <X f4 Xj> son fuentes tales que F C F'y F es monofuente, entonces F'
I J

también es monofuente.

Proposicién. Sea F = (X, (f;);) una fuente arbitraria. Son equivalentes:

a) F es monofuente.

b) Si g,h: W — X son funciones tales que f;g = f;h, Vi € I, entonces g = hZ.

Demostracion: (a) =(b) Sea w € W arbitrario. Por (a), si g (w) # h (w) entonces existird algin ¢ € I tal
que fig (w) # fih (w). Pero por hipétesis tenemos que f;g (w) = f;h (w),Vi € I; por lo tanto, g (w) = h (w);
y como w fue arbitrario, entonces g = h.

(b) = (a) Utilizemos la proposicién contrapuesta equivalente a (b); sean x1,x2 € X dos puntos distintos y
definamos

g,h:{w} = X como g (w) =z1 y h(w) = x2

Entonces g # h; .3 i € I.5.fi9 # fih; . fi (z1) # fi (x2); . F es monofuente.q

2Cancelacién por la izquierda.
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Ejemplo: 4. Si (Xy), es cualquier familia de subconjuntos de un conjunto X, entonces

(n X, m)

AEA

es una monofuente®. Si ademds cada X estd topologizado con, digamos, Ty, entonces la topologia inicial

para [] X, correspondiente a (Py), y a (72), es la topologia de Tychonoff*.
AEA

8.1 Monofuentes de funciones continuas

Diciembre 16 de 1985.

Definicién. a) Una fuente de funciones continuas (fuente en Top) es una pareja ((X,7),(fi);)
en la que (X, 1) es un espacio topolégico cualquiera y (f;); es una clase arbitraria de funciones continuas
fi: (X,7) = (X, 7). En tal caso, (X, 7) es el dominio de la fuente y (X;,7;); es su codominio.

b) Se dice que F = ((X,7),(fi);) es una fuente inyectiva o monofuente si para puntos distintos
cualesquiera z1, 22 € X existe ¢ € T tal que f; (z1) # fi (z2).

A consecuencia de la proposicién anterior tenemos el siguiente resultado de demostracién analoga.

Corolario. Sea F = ((X,7),(fi);) una fuente arbitraria de funciones continuas; son equivalentes:

a) F es monofuente.

b) Sig,h: (Y,0) = (X, 7) son funciones continuas tales que f;g = f;h,Vi € I, entonces g = h.

8.1.1 PROPIEDADES DE LAS MONOFUENTES.

i) Sean F = (X I Xi)I yF' = <X LY Xf> dos fuentes arbitrarias y supongamos que
I

(3

Vieldg:Xi— X! 5. gifi = f}

Entonces, F es monofuente si F’ lo es.
i1) Sea F = (X LI Xi)] una monofuente arbitraria. Si

Viel, Fi= (Xi Iy Xij>
Ji

es una monofuente, entonces

G = <X fuf; Xij>
U J;
i€l
es otra monofuente.
W Demostracidn: i) Supongamos que g,h : W — X son dos funciones tales

gllh que f;g = fih,Vi € I. Entonces g;f;ig = gifih,Vi € I, lo

fi cual, por hipétesis, puede reescribirse como f/g = f!h,Vi.
,X — X Aplicando de ida y vuelta la proposicién anterior tenemos:
fi O; < i si F' es monofuente entonces g = h, lo cual implica que F
X; también es monofuente, que es lo que habia que demostrar.

®Revise la iltima proposicién de la clase del 5 de agosto.
*Véase el inciso (b) del ejercicio 6 de la segunda tanda, o bien, la segunda proposicién vista en la clase del 11 de
septiembre y el comentario que la precede.



8.2. Teorema de factorizacion 71

i1) Sean g,h : W — X funciones tales que

Fi Xij
. Xl g
X = XUJ” . .
~ (fijfi) g = (fij fi) h,Vi € I,Vj € J;.
For Fijemos un indice i € I; entonces f;; (fig) = fi; (fih),Vj € Ji, lo que
X - Xy = ))((,’], implica, dado que F; es monofuente, que f;g = f;h,Vi € I, porque i
N v es arbitraria; y como F es monofuente, la igualdad anterior implica que
For X, g = h. Por lo tanto, G también es monofuente, como se queria probar. @
Xi” 3 Xl-//jr
Xi”j”

Proposicién. Sea F = ((X,7),(fi);) una monofuente. Si todo miembro (X;,7;) del codominio de F es
Tj, (j € {0,1,2} fijo), entonces (X, ) es Tj.

Demostracion: Sea j = 0y sean x1,x2 € X dos puntos distintos. Como F es monofuente, existe 7 € I tal
que f; (z1) # fi (x2), y como (X;,7;) es Tp, existe U; € 7; tal que

fi(x1) €U; € Xy — {fi(x2)}

Entonces f; ' (U;) € 7, y tenemos:
T € fi_l (Ui;) C X — {z2}

Por lo tanto, (X, 7) es Tp. Andlogamente se prueba para j = 1,2.q

8.2 Teorema de factorizacién

Diciembre 18 de 1985.

TEOREMA. [Factorizacién (cocientes monofuentes) en Topologia]

EXISTENCIA: Para toda fuente 7 = ((X,7),(fi);) existen un cociente ¢ : (X,7) = (X', 7') y una mono-
fuente ' = ((X’,T’) , (le)l) tales que f; = flc,Vi € I, lo que denotaremos como F = F'oc.

UNICIDAD: Si F = F'ocy F = F} ocy, donde

c:(X,1) = (X', 7)) yer (X, 7) = (X, 7)

son cocientes, y
FI = ((Xlarl) ) (le)[) y Fll = ((XLT{) I (f{z)[)
monofuentes, entonces existen homeomorfismos
h
(X', 7) = (X, )
hi1

tales que hc =¢; y hic; = c.
Demostracion de la existencia: Sea ~fla relaciéon de equivalencia

x1 ~p 22 & fi(xr) = fi(za),VieT
y sea c la proyeccién canénica de la relacién ~p
(X,7) = (X [ ~p7)
T — [x]
Sabemos que ¢ es un cociente. Si ahora definimos para cada ¢ € T
fi (X [ ~p,7) = (Xi,7) como fi[z] = f; ()

entonces cada f] es una funcién bien definida porque f; () no depende de la eleccién de z en [z]. En
consecuencia tenemos:
fic(x)=fllz]= fi(z) Ve e X;Viel, . fle=f;
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y como cada f; es continua y c¢ es un cociente, entonces cada f/ es continua. Ademds, si [z1],[z2] € X
/ ~pson clases distintas, entonces x1 A fx2, por lo que existe i € I tal que f; (x1) # fi (z2); pero entonces,
flx1] # fl]z=2], para esa misma 7. Por lo tanto,

F'=((X [~ %), (f)))

es una monofuente para la cual F = F' oc.

Demostracion de la unicidad: Ya tenemos F = F'oc para el cociente y la monofuente de la primera parte
de la demostracién. Supongamos que también f = F{ o ¢; para el cociente ¢; : (X,7) = (X{,7) y la
monofuente F| = ((X{,7{),(f{;);). Hay que probar que existen homeomorfismos

h
(X / NF77~.) = (XLT{)

h1

tales que he = ¢, hier = ¢, y que para toda i € I, fl,h = f! v flhi = f];. Se sabe que el espacio
cociente (X{,7{) es homeomorfo al espacio de identificacién (X / ~.,,71) en el que 7; es la topologia final
correspondiente a la proyeccién canénica p: X — X / ~., y a 7.5 Si demostrdramos que ~., = ~rentonces
py c coincidirfan y (X / ~.,,71) v (X / ~f,T) representarian el mismo espacio. Veamos que asi acontece:
En efecto, como por hipétesis f; = f{,c1,Vi € I, entonces al ser z1 ~., T2 tendremos

fi(z1) = fi; (c1 (x1)) = fi; (a1 (x2)) = fi(x2) ,Vi € I} ie. 1 ~f a.

Y si x; ~f x5, entonces

fii(er (1)) = fi(@1) = fi (x2) = f1; (c1 (2)) Vi€ T

lo cual implica, dado que F es monofuente, que ¢1 (z1) = ¢1 (x2), 0 sea, que 1 ~¢, x2. Por lo tanto, ~.,=
~r; por lo tanto existen homeomorfismos h y h; que vuelven conmutativo el diagrama

h
(X1 S (X /~p,7)
1

Cc1 T /(
(X,7)

>

Ademds, para cada i € I tenemos
filwer = fie = fi = fi;e1 = fi;he

de lo cual se desprende, dada la suprayectividad de ¢ y ¢1, que fi; = fih1 y que f] = f{;h, y el teorema
queda demostrado.a

COROLARIO: Para cada espacio topoldgico (X, 7) existe una funcién continua r; : (X,7) — (X', 7') tal
que:

(1) (X', 7") es T}, (j =0,1,2).

(ii) Si f : (X,7) — (X", 7") es cualquier funcién continua con (X", 7") € Tj, entonces existe una tnica
funcién continua f': (X', 7") — (X", 7") tal que f'r; = f.

La funcién r; se llama Tj-reflexién de (X, 7).

Demostracion: Sea F = ((X,7),(fi);) la fuente de todas las funciones continuas de dominio (X,7) y
codominio en Tj; por el teorema tenemos la factorizacién F’ o c = F, en la que ¢ es la proyeccién candnica
c:(X,7) = (X / ~F,7)y F' la monofuente F' = ((X / ~f,7),(f!);). Por lo tanto, todo miembro (X;, ;)
del codominio de F' es Tj; luego, debido a la proposicién anterior, también (X / ~p,7) es Tj. Sea r; = c;
sif:(X,7) = (X",7") es continua y (X", 7") es T}, entonces f = f;, p-a. i € I, y tenemos f; = flc, o sea
que existe f': (X [/ ~p,7) = (X", 7") continua y tal que f'r; = f y es unica debido a la suprayectividad
de rj.a

5Véase la proposicién vista en la clase del 29 de noviembre.
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8.2.1 DESCRIPCION DE LA Ty-REFLEXION.
Diciembre 20 de 1985.

Por el corolario anterior sabemos que la Ty-reflexion de un espacio topoldgico (X,T) es la aplicacion
candnica ro : (X,7) = (X / ~f,T), donde F es la fuente de todas las funciones continuas de dominio (X, )
y codominio en Ty. Para una descripcion completa de ro hace falta especificar su regla de correspondencia,
lo cual se traduce en describir [x], para cada x € X. Obsérvese que esto es lo mismo que determinar las
fibras de 1o, ya que, para cualquier [x] € X | ~fla fibra

ro ' {lz]} = {yeX:ro(y) e{lz]}}
{ye X:[y] =[z]}
= {yeX:y~pa}=[a]

Proposicién. Sea (A;); una familia cualquiera de subespacios indiscretos de (X, 7) y supongamos que
'r‘ll A; # @. Entonces 'UI A; también es un subespacio indiscreto.
1S 14S]

Demostracion: Sea A :‘UI A;; hay que probar que los unicos abiertosen 7 | Ason Ay . SiU € 7y
1€

UNA =g, entonces @ € 7| A. Sea U € 7 tal que U N A # &; en consecuencia U N A; # &, p.a. i € I.
Entonces U N A; es un abierto no vacio en 7 | A; que es indiscreta; luego, U N A; = A;; .. A; CU. Y como
'ﬁI A; #D,entonces UNA; #o,Viel; . A, CUNiel, . ACU; .UNA=A; . A esindiscreto.q

1€

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y sea x € X. Si (4;); es la familia de espacios
indiscretos que contienen a z, entonces el subespacio indiscreto maximo que contiene a z es C () =U A; y
=

se llama componente indiscreta de x.

Observacidn: Si para x,y € X se tiene C (z) N C (y) # @, entonces, debido a la proposicién anterior,
C (z) U C (y) es un subespacio indiscreto, y contiene a x; y como el indiscreto maximo que contiene a z es
C (x), entonces C () UC (y) C C (z); .. C (y) C C (z), y andlogamente, C' (z) C C (y). Por lo tanto, si para
z,y € X se tiene C (z) N C (y) # &, entonces C (z) = C (y).

TEOREMA. Las fibras de la Tp-reflexién de (X, 7) son las componentes indiscretas de (X, 7).

Demostracion: Como ya dijimos, las fibras de la Ty-reflexién son las clases de equivalencia en X definidas
por la relacién ~ . Probaremos lo que se quiere demostrando que si ~ es la relacién

z~y e Cr)=C(y)

entonces ~ = ~.

Supongamos que x ~ y, entonces C (z) = C(y), de manera que si llamamos C' a esta componente
tendremos: [z], [y] € ro (C). No olvidemos, por otra parte, que (X / ~p,7) es Ty, de modo que si [z] # [y],
existird U € 7 tal que (sin perder generalidad)

[ € U C (X /[ ~p) —{ly]};

pero entonces
Teryt (U)HCQC—{y}V

Esto contradice el hecho de que C es un subespacio indiscreto de X, pues debido a la continuidad de rg,

Ty ! (U) N C resulta ser un abierto en C' que no es vacio (porque z es elemento suyo) ni coincide con C

(porque le falta y). Por lo tanto, no es posible que [z] # [y]; .. [z] = [y]; .. = ~F .
Para probar que z ~f y = x ~ y veremos primero que son equivalentes:
(a) C(2) £ C (y).
xiste un abierto en X que contiene a uno de los puntos, z 6 y, pero no a los dos.
b) Exist biert X ti del t ) los d
(a) =(b) Debido a la observacién anterior,

Cl)#C(@y) = C@)nCy) =2
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En consecuencia C (z) U {y} no es indiscreto, porque de serlo estaria contenido en C' (z), que es el maximo
indiscreto que contiene a z, lo cual no es posible porque y ¢ C (z). Al no ser indiscreto habrd un abierto
relativo B tal que

@ #B#C(z)U{y}

Como B € 7 | (C(z)U{y}), existe U € 7 tal que B = U N (C(x) U{y}). Veamos de cuintas formas
puede intersectar U a C (z) U {y}. Para empezar, U no puede contener a toda la unién porque entonces B
serfa C' (z) U {y}, y estamos suponiéndolo subconjunto propio. Tampoco puede ser que U contenga sélo una
parte de C (z) porque entonces U N C (z) serfa un abierto en C (x) que no es @ ni es C (z), lo que estd en
contradiccion con el hecho de que C (z) es indiscreto. De ese modo las intersecciones posibles se reducen a
dos:

Un(C(x)Ufy}) =C(x) 6UN(C(x) U{y}) = {y}

En ambos casos U es un abierto en X que contiene a uno de los puntos pero no a los dos.

(b) =(a) Sea U € 7y supongamos que z € U C X —{y}. Entonces C (z) C U, porque UNC (z) # @y C (z)
es indiscreto. Ademés, U NC (y) = @ porque de lo contrario, la indiscrecién de C (y) implicaria C (y) CU y
y € U, lo que es falso. Por lo tanto, C' (z)NC (y) = &, lo cual hace imposible que las componentes coincidan,
por lo que tenemos C (z) # C (y).

Supongamos ahora que x Ay. En vista de lo anterior, existe U € 7 tal que x € U C X — {y}. Sea S el
espacio de Sierpinski y sea

fr(X,r) =S8 5. f(U)={s1} vy F(X =U) ={s2}

Entonces f es un miembro de la clase de funciones (f;); de la fuente F porque es continua y S es Ty. Ademds
f(x) # f(y), lo cual implica que z Ary. Esto demuestra que z Ay = = Afry 0, lo que es lo mismo, que
x ~fFy=x~y.Porlotanto ~ = ~p, y el teorema queda demostrado.q

Ejercicio: 9. Sea (X, 7) un espacio topolégico arbitrario. Probar que si ~ es la relacién

z~ye {z}={y}

entonces ~ = ~, donde F es la fuente de todas las funciones continuas de dominio (X,7) y codominio en
To.

Navidad.
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Espacios Métricos.

Enero 6 de 1986.

Definicién. Un espacio métrico es una pareja (M,d) donde M es un conjunto arbitrario y d es una

funcién
d:MxM—>R

tal que, para cualesquiera z,y,z € M se tiene:

i) d(z,y) > 0;

i) d(z,y) =0z =y;

iii) d (z,y) = d(y,x);

iv) d(z,z) <d(z,y) +d(y,2).

En tal caso se dice que d es una métrica para M.

Ejemplos: 1. Todo espacio euclidiano es métrico. En efecto, de acuerdo a su definicién, el espacio euclidiano
n-dimensional E" es la pareja (R, p) en la que R™ es el espacio vectorial de dimensién n y

p:R"xR* 5 R

es la funcion dada por

n

> (i)

i=1

p(z,y) =
Es facil ver que se satisfacen las propiedades anteriores.
2. Sea M un conjunto arbitrario; si d: M x M — R es la funcién

0,siz=y

ERTR i

entonces d es una métrica para M.
3. Si d es una métrica para M y k > 0, entonces

d' =dk, ie. d (z,y) =k[d(z,y)]

también es una métrica para M.
Definicién. Se dice que un espacio métrico (M, d) estd acotado cuando existe un nimero k > 0 tal que
d(z,y) < k,Ve,y € M.

9.0.2 ALGUNOS CONCEPTOS DE ESPACIOS METRICOS.

Sea (M, d) un espacio métrico arbitrario.
a)SiAC M, A# @ yx € M, entonces la distancia de z a A es

d(z,A) =inf{d(z,a) :a € A}

b) Una sucesién en M es una funcién s : N =M. Como es usual, trabajaremos mas con las imagenes en
M de esta funcién que con la funcién misma, para las cuales, en vez de utilizar la notacién s (n) escribiremos
Zn, entendiendo que z, = s (n).

c¢) Un disco abierto con centro x € M y radio r > 0 es el conjunto

D, (z)={y € M :d(z,y) <r}
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d) Una sucesién {z,} en M converge a = € M si, y sélo si, la sucesién {d(z,x,)} de nimeros reales
converge a 0. Si tal cosa ocurre, la notaciéon que emplearemos sera:

lim z,=z0xz, — zo0 {z,} >z
n—oo n—oo

Por otra parte, se sabe que si una familia 8 de subconjuntos de X satisface las condiciones:
(a) B cubre a X;
(b) Bl,B2 Eﬂyxe B: N By = dB; Eﬂ.g.l‘EB?, gBlﬂBg;
entonces existe una topologia para X de la cual 3 es base!.
Sea
B(d) ={D, () |z € M,r > 0};

claramente 3 (d) cubre a M, y si
2z€D,(x)NDs(y) yt =min{r —d(z,2),s —d(y,2)}

entonces
z € Dy (2) C D, (z) N Ds (y)

En efecto, si w € D; (z), entonces
d(z,w) <d(z,2) +d(z,w) <d(z,z)+t<r;

por lo tanto Dy (z) C D, (z) y, andlogamente, D; (z) C Ds (y). Esto demuestra que la familia de discos
abiertos 3 (d) es base de una topologia para M.

Enero 8 de 1986.

Definicién. La topologia para M definida por la métrica d es la que tiene por base a la familia de
discos abiertos 3 (d) y la denotaremos por 7 (d). En tal caso, nos referiremos a la pareja (M, 7 (d)) como al
espacio topolégico definido por la métrica d.

Ejemplos: 1. El espacio topoldgico definido por la métrica euclidiana de E™ es el espacio euclidiano con la
topologia usual.

2. Si (M,d) es tal que
0,siz=y

d(z,y) = {1, siz#y

entonces 7 (d) es la topologia discreta.
3. (M,7(d)) € Ts, cualquiera que sea (M, d). En efecto, para cualesquiera z,y € M, haciendo r = %d (z,9)
tenemos
D, (z)ND,(y) = @.

4. Si (M,d) es cualquier espacio métrico y d' = kd, con k > 0, entonces 7 (d) = 7 (d') porque D, (z) =
D, ().

Definicién. Dos métricas d y d' para M son equivalentes si 7 (d) = 7 (d').

Ejercicio 10. Sea (M,d) un espacio métrico arbitrario y sea

' _ d(z,y)
d (w,y) = 1+d(z,y)

(a) Probar que d' es una métrica para M.

(b) Probar que d' es equivalente a d.

Nétese que (M, d") resulta acotado aunque (M, d) no lo sea.
LEMA. Si {z,} es una sucesién en M, entonces son equivalentes:
a) T, — =

n— o0

b) VU e NI ny € Ns.n>ny = x, €U

'Recuérdese el segundo teorema, visto en la clase del 15 de julio.
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c) Ve >03dn. € Ny.n>n. = x, € D ().
Demostracion. (a) = (b) Sea U € N?; entonces existe 7 > 0 tal que D, () C U; por (a) existe ny € N
tal que
n>ny =d(z,,z)<r

Luego z,, € D, (z); ..z, € U.
(b) = (c) Sea e > 0; como z € D, (z) € 7 (d), entonces D (z) € N. Por (b) existe n. € N tal que

n>n.=x, €D (x)
(c) = (a) Sea e > 0; por (c) existe n. € N tal que z,, € D, () si n > n.. Luego
n>n.=d(@,,z)<e;

por lo tanto d (z,,z) — 0; por lo tanto z,, — z.a
n— 00 n—00

Proposicién. Sean, (M, d) cualquier espacio métrico y A C M; son equivalentes:
a)r €A

b) d(z,A) =0

c) Existe una sucesién de elementos de A que converge a x.

Demostracion. (a) = (b) Por (a) tenemos

Vr >0, D.(z)NA#@

En consecuencia
Vr>03a€ As.d(z,a)<r

Por lo tanto
d(z,A) =inf{d(z,a) :a€ A} =0

(b) = (c) Por (b)
VYneN3d z, € As.d(z,z,) < %;

Luego d (zy,z) — 0; . 2, — .
n—0o0

n— o0

c) = (a) Sea {z,} C A tal que z,, — x; debido al lema, para cada U € N?°, =, € U a partir de cierto
T
n—oo
rango. Luego, UN A # @ ; por lo tanto = € A.a

Enero 10 de 1986.

Proposicién. Si (M, d) es un espacio métrico arbitrario y C C M, son equivalentes:
a) C es cerrado.

b) Si d(z,C) = 0 entonces z € C.

c) Si {x,} es una sucesién de elementos de C' que converge a z, entonces z € C.
Demostracion. (a) = (b) De la proposicién anterior tenemos que

d(z,C)=0=2€cC

y como, por (a), C = C, entonces z € C.
(b) = (c) Sea {z,} C C tal que x,, — z; entonces d (x,, ) — 0; -.d(z,C) =0. Por (b), z € C.

n—oo

(c) = (a) Sea x € C; debido a la proposicién anterior, existe una sucesién de elementos de C que converge
az. Por(c),z€C; .CCC;. . C=C,;. . C escerrado.

Proposicién. Si (M,d) es un espacio métrico arbitrario y A C M, son equivalentes:

(a) A es abierto.

(byVe € A, d(z,M — A) > 0.

(c) Si{zp} = xy x € A, entonces existe ng € N tal que z, € A si n > no.

Demostracion. (a) = (b) Por (a), M — A es cerrado, de modo que por la proposicién anterior

dz,M —A)=0=>zeM-A
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o lo que es lo mismo
r€A=d(x,M—A) >0

(b) = (c) Supongamos que {z,} = x y que x € A. Por (b), d(z, M — A) > 0; por lo tanto, existe ng € N
tal que

d(zn,x) < %d(m,M—A),VnZno

Entonces x, € A, porque de lo contrario seria imposible la desigualdad anterior.

(c) = (a) Sea {z,} una sucesién de elementos de M — A que converge a z. Entonces z ¢ A, pues, debido
a (c), lo contrario implicaria que z,, € A a partir de cierto rango, lo que es falso. Luego, x € M — A, lo cual,
por la proposicién anterior, implica que M — A es cerrado; .*. A es abierto.q

Proposicién. Sea f : (M,d) — (M’,d") una funcién arbitraria; son equivalentes:

(a) f es continua en x.

(b) Ve > 036 > 0.5.d(z,y) <d=d (f(z),f(y) <e

(c) Si {zn} — =, entonces {f (zn)} = f (2).

Demostracion. (a) = (b) Sea € > 0; como D, (f (z)) € Nji’(w), por (a) existe § > 0 tal que f(Ds(z)) C
D. (f (x)). Luego, d' (f (x), f (y)) <&, si d(z,y) <4.

(b) = (c) Sea e >0y sead > 0 tal que

d(z,y) <d=d(f(z),f(y) <e

Si {z,} — x, entonces existe ng € N tal que
d(xn,x) < 6,Yn > ng

Entonces
dl (f ('Tn) 7f ('T)) < E,VTL Z no

sl d (f (o) S (@) =05 o AT (ea)} = f (@)

(c) = (a) Demostremos la contrapuesta. Supongamos que f no es continua en z; entonces existe € > 0 tal
que

f(Ds (z)) £De (f (x)),V6>0
i.e. V6 > 032" € Ds (z) .5.f (2') ¢ D. (f (z))

En particular
Vn € N3z, € D1 (z) .5.f (¢a) ¢ De (f (2))

Entonces

lim z, =z pero lim f(z,) Af(z) @
n— o0 n—0o0

Enero 13 de 1986.

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Se dice que una sucesién {z,} en X converge a
x si
YU € N,3ny € N5.x, € U,Vn > ny

A diferencia de lo que ocurre en los espacios métricos, extendiendo asi el concepto de convergencia no
logran aprehenderse los conceptos basicos de la topologia, 1o cual lleva a la necesidad de introducir un nuevo
concepto de convergencia. A este concepto se le llama convergencia de Moore-Smith.
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Compacidad

Lunes 18 de mayo de 1987.

Quinta tanda de ejercicios. 1. Si f : X — Y es continua e inyectiva y Y € T;, i € {0, 1,2}, probar que
X €T
2. Sea (Xy), una familia no vacia de espacios topolégicos no vacios, probar, parai € {0,1}, que [] X, €

AEA
T, & X, € TZ,VA € A.
3. Sean, X un conjunto arbitrario y B un subconjunto fijo de X. Para cualquier subconjunto A de X
definase

Z:{ D, siA=0

AUB,si A+

Probar que esta definicion satisface los axiomas de Kuratowski; ademds caracterizar los conjuntos B para
los que X € T;,i=0,1,2.

Sea X un conjunto arbitrario. Ya hemos dicho que una cubierta de X es una familia 4 = (Ay), de
subconjuntos de X cuya unién es igual a X; que A es finita cuando A es finito, y que si 7 es una topologia
para X, A es abierta cuando Ay € 7,V\ € A. Cualquier subfamilia A’ de la cubierta A que cubra a X se
llama subcubierta de A.

Definicidn. Sea (X, 7) un espacio topolégico arbitrario. Se dice que X es compacto cuando toda cubierta
abierta de X posee una subcubierta finita.

Ejemplos: 1.Todo espacio topoldgico finito es compacto.

2. Por el teorema de Heine-Borel, todo intervalo cerrado en R es compacto.

10.0.3 ALGUNAS PROPIEDADES BASICAS DE LOS ESPACIOS COMPACTOS.
Mayo 20 de 1987.

Definicién. Sea X un conjunto o espacio arbitrario; una familia (C\), de subconjuntos de X tiene la
propiedad de interseccién finita si para todo subconjunto A’ de A ocurre que AmA C\ #o.
e ’

Observacion. Si (Cy), tiene la propiedad anterior y Ay = X — C), VA € A, entonces ninguna subfamilia
finita de (Ay), es cubierta de X porque si A’ es finito, entonces

AgA' Ay =X /\QA’ On# X

TEOREMA. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario; son equivalentes:

(a) (X,7) es compacto;

(b) Toda familia (Cx), de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccién finita tiene
interseccion no vacia.

Demostracion. (a) = (b) Sea (Ci), cualquier familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de
interseccion finita. Para cada A € A, sea Ay = X — C); entonces Ay € 7,VA € A. Debido a la observacién
anterior, ninguna subfamilia finita de (Ax), cubre a X; por (a), (Ax), tampoco puede cubrir a X. Luego,
X— U Ay #g,ie. N O\ #0.

AEA AEA

(b) = (a) Sea A = (Ay), cualquier cubierta abierta de X y sea Cy = X — Aj; entonces Ces cerrado en
X, VXA € A. Si A no tuviera una subcubierta finita, entonces (Cy), tendria la propiedad de interseccién finita
y, aplicando (b), tendriamos que /\ﬂA C\ # @, de donde resulta que )‘UA Ay # X, lo que es falso. Luego, A

€ €

posee alguna subcubierta finita. Por lo tanto, X es compacto.a
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TEOREMA. Sea X cualquier espacio compacto; entonces:

(a) f: X =Y continua y suprayectiva implica que Y es compacto.

(b) Todo subconjunto cerrado de X es compacto.!

Demostracion. (a) Sea (Ay), cualquier cubierta abierta de Y; entonces [f~! (4x)], es una cubierta abierta
de X, de modo que existe A’ C A finito tal que )\gAI f~1(A\) = X. Luego, debido a la suprayectividad de f

tenemos

AEAN! AEN! AEN!

Y= £ =7y, )] = 0, S 0] = 9, 4
lo cual demuestra que Y es compacto.

(b) Sea C' cualquier subconjunto cerrado de X; hay que probar que (C,7 | C) es compacto, donde 7 es la
topologia de X. Sea (C\), cualquier familia de subconjuntos cerrados de C' con la propiedad de interseccién
finita. Entonces cada C'y es cerrado en X, que por hipdtesis es compacto; luego AmA C\ # @. Por lo tanto,

€

(C,1 | C) es compacto.a
Mayo 22 de 1987.

LEMA. Sea X un espacio topoldgico cualquiera. Si C' C X, entonces son equivalentes:

(a) C es compacto.

(b) Si (Ua), es cualquier familia de abiertos de X y C g}\UA Uy, entonces existe A’ C A finito tal que
€

CCu Cy
AEA!

Demostracion. (a) = (b) Sea (Uy), cualquier familia de abiertos de X tal que C QAUA Ux. Entonces
€

C NU,), es una cubierta abierta de C; por (a), existe A’ C A finito para el cual se tiene
A

c :,\éJA’ (CnNnUy)=CnN <>\g\/ U)\>

Por lo tanto, C C U U,.
AEA!

(b) = (a) Sea A = (Ax), cualquier cubierta abierta de C'. Entonces para cada A € A existe un abierto
absoluto Uy tal que Ay = C N U,; por consiguiente C g)\UA Uy. Por (b), existe A’ C A finito tal que
€

CCuU Uy L
Sxenr A Heeo

C:Cﬁ< U U>\>: U A,
AEN! AEN!
Por lo tanto, (Ax),, es una subcubierta finita de A; por lo tanto C' es compacto.a
Proposicion. Si C' es un subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff X, entonces C' es cerrado.
Demostracion. Probaremos que X — C' contiene una vecindad de cada uno de sus puntos. Sea z € X — C
fijo pero arbitrario. Como X € T», para cada ¢ € C' existen vecindades abiertas y ajenas U, € N2y V. € N?.
Entonces U = (U.) es una cubierta abierta absoluta de C. Debido al lema, ¢/ posee una subcubierta finita
(Ue)p (con D C C finito). Sea V :CQD V.; entonces V e N2 y VNU. = @,VYe € D;

.'.Vﬂ(U UC>:®; VCEX-uUuU.CX-C
ceD ceD

Luego, X — C' es abierto y por lo tanto C es cerrado.q

Nota: La hipétesis de que X € Ty no puede omitirse; piénsese, por ejemplo, en que X fuese indiscreto e
infinito. X es compacto porque todo espacio indiscreto lo es; si C' C X, entonces C' es indiscreto porque los
espacios indiscretos inducen subespacios indiscretos. Por lo tanto, C es compacto pero no es cerrado.?

!Cuando una propiedad P del espacio X la posee cualquier subconjunto cerrado suyo se dice que P es semi-
hereditaria.

(Ct. definiciones al final de la clase del 4 de septiembre.)

2, El que todos los subconjuntos compactos de un espacio sean cerrados implicars, que’l tal espacio es de Hausdorff?
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COROLARIO. Si f: X — Y es continua, X compacto y Y de Hausdorff, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea C cualquier subconjunto cerrado de X; entonces C' es compacto (cualquier cerrado de
un compacto es compacto). Como f es continua, entonces f |é(c) es continua y suprayectiva; luego, f (C) es
compacto en Y que es de Hausdorff. Por la proposicién anterior, f (C) es cerrado en Y y esto prueba que f
es cerrada.a

Mayo 25 de 1987.

Proposicion. Si f : X — Y es continua y suprayectiva, X compacto y Y de Hausdorff, entonces f es un
cociente.

Demostracion. Por el resultado anterior, f es cerrada. Por lo tanto, f es un cociente.q

En la clase del 27 de noviembre quedd pendiente la prueba de que la funcién

0,207 % St
t — (cos t,sen t)

es cerrada. Es claro que f es continua, pues lo son sus proyecciones

pf(t)=cost y paf(t)=sent

Por otro lado, por el teorema de Heine-Borel, el intervalo [0, 27] es compacto, y como E? con la topologia
usual es de Hausdorff, resulta que S con la topologia inducida también es de Hausdorff. Por lo tanto, f es
cerrada. Como ademas f [0,27] = S, entonces de la proposicién anterior resulta que f es un cociente, como
ya se sabia.a

Ahora enunciaremos un teorema del que dejaremos su demostracién pendiente.

TEOREMA. Un producto de espacios no vacios es compacto si, y solo si, cada factor es compacto.(q)

De este teorema resulta compacto el cuadrado X = [0,27] x [0,27]. Sea Y = S! x I; entonces Y € T». Y
sih: X =Y eslafuncién f x g, donde f es la funcién anterior y g es la transformacion lineal

0,20] & I
x T

Entonces h es continua y claramente suprayectiva; por la proposicién anterior h es un cociente, como también
se habfa dicho ya*.
Continuaremos la vez préxima.

Viernes 29 de mayo de 1987.

Ejercicios: 4. Si f : X — Y es continua y biyectiva, X compacto y Y es de Hausdorff, pruebe que f es un
homeomorfismo.
5. Sea (M, d) un espacio métrico arbitrario. Probar que si M es compacto entonces estd acotado.
6. Sea (M, d) un espacio métrico y {z,} una sucesién de puntos de M. Pruebe que si {z,} — z, entonces
es compacto el conjunto
{zn, € M :n e N} U{z}

Proposicion. Si X € Ts, entonces cualesquiera dos subconjuntos compactos y ajenos de X poseen sendas
vecindades abiertas y ajenas.

Demostracion. Sean A, B C X compactos y ajenos. Comencemos analizando el caso en que alguno de ellos
es singular, es decir, supongamos, por ejemplo, que B = {b}. Entonces, a # b,Va € A. Como X € T5, existen

U, N, y VioeNy

tales que U, NV, = &. Obsérvese que U = (U,) 4 es una cubierta abierta absoluta de A en X; como A es
compacto existen

UauUaza ) Uan eu

3Véase la nota de la clase del 31 de julio de 1987.
497 de noviembre.



10. Compacidad 82

que también cubren A. Sea
V=NV,
i=1
entonces V € Ny y
VNnU,, =2, paral <i<n.

Por lo tanto, haciendo
U=0 U,
i=1

tendremos U NV = &, con lo que el caso particular queda demostrado. Valiéndonos de esto podemos
demostrar facilmente el caso general. En efecto, si A y B son dos compactos ajenos cualesquiera, ya sabemos
que para cada b € B existen vecindades abiertas y ajenas Uy y V, de A y {b}, respectivamente. Pero (V}) 5
es una cubierta abierta absoluta de B que, por ser compacto, posee una subcubierta finita

{‘/bl Y ‘/1727 e ‘/bm}

Finalmente, haciendo
m m
U :jgl Uy, v V :jszl Vb,

obtenemos sendas vecindades abiertas y ajenas de A y B, respectivamente.q

Corolario. Si X es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces para cualquier par de subconjuntos
cerrados y ajenos de X existen vecindades abiertas y ajenas.

Def. La propiedad enunciada en este corolario se llama normalidad, y a los espacios que la poseen,
particularmente a los compactos de Hausdorff, se les da el nombre de espacios normales. A la propiedad que
se observé en el caso particualar de la demostracién se le llama regularidad®.

Para demostrar el siguiente resultado recordemos que si (X, 7) es un espacio topolégico y 8 C 7, entonces
[ es base de 7 si, y sélo si, para cada z € X

B.={B€p|xe€ B}

es una base local en 8. Recordemos también que si yx y 7y son subbases respectivas de las topologias de
X y Y, entonces una base para la topologia de X x Y es

B={UxV:U€x,V €}

En consecuencia, una base local en (z,y) € X XY es

Bawy ={UxV €8 (2, eUxV}

Proposicién. Sean X y Y dos espacios de Hausdorff cualesquiera. Si A y B son dos subconjuntos com-
pactos de X y Y, respectivamente y W es una vecindad abierta de A x B en X x Y, entonces existen
vecindades abiertas U y V de A y B, respectivamente, tales que U x V esta contenido en W.

Demostracion. Sea (a,bp) € A x B, siendo by un elemento fijo de B; como A x B C W y W es abierto en
X xY, existe ~

Us X Vo € Blapy) -3- Ua XVa CW

Entonces

UseN;, v VieN,

y como esto pasa para cada a € A, entonces U = (U,) 4, es una cubierta abierta de A que, al ser compacto,
posee una subcubierta finita

{Uﬂu Uﬂza reey Uﬂn}

Sean . .
Ubo :'51 Uai y ‘/bo :‘01 Vai

(3 1=

5Cf. def. del 3 de agosto de 1987.
®Julio 17 de 1985.
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Entonces
Upy x Voo CW

porque
Uas, X iy CW, Vi € {1,2,...,n}

Y como esto puede hacerse fijando cada elemento en B, entonces
Vbe BIU, e Nj, Vi, € Ny 5. Uy x Vy CW
Finalmente, (V4)p es una cubierta abierta de B que, debido a la compacidad, posee una subcubierta finita

{‘/bl ) ‘/1727 R ‘/bm}

Y si
v :jgl Uy v V :jL:J1 Vi
entonces
UeNi ,VeNg y UxXxVCW
porque

UxVy, CW,Yj€{1,2,..,m}

Continuaremos la vez préxima.

Lunes 1 de junio de 1987.

Ejercicio 7. Sean, X € Ty, x € X y A C X; probar que z es punto de acumulacién de A si, y sélo si, UN A
es infinito, YU € N.

Definicién. Sea X un espacio topoldgico y {z,} una sucesién de elementos de X. Se dice que un punto
x € X es punto de aglomeracién de {z,} si

YUeN, yVYneNImeNm >n.s.z, €U

Ejemplos: 1. Si {z,} — z, entonces x es punto de aglomeracién de {z,}.
2. El reciproco del ejemplo anterior no es valido en general. Por ejemplo, si X =R y {z,} es la sucesién

{1, n non
Ty =
2, n par

entonces 1 y 2 son puntos de aglomeracién de {z,,}, pero {z,} no converge ni a 1 ni a 2.

LEMA. Sea (M, d) un espacio métrico cualquiera y {z,} una sucesién en M. Si z es punto de aglomeracién
de M, entonces existe una subsucesién {z,, } de {z,} que converge a z.

Demostracion. Supongamos que z es punto de aglomeracién de {z,}. Entonces

{neN:z,eD(2)} #2

Por el Principio del Buen Orden en N7 existe el primer natural nide este conjunto. Pero = es punto de
aglomeracién; entonces

{nEN:n>n1ymn€D%(x)}7é®
Sea mo su primer elemento... Supongamos que procediendo de este modo se obtienen los nimeros

ng <ng <--- <Ny

y que
wnkeD%(:n),paralgkgm

"Todo subconjunto no vacio de niimeros naturales tiene un primer elemento.
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Entonces, como x es punto de aglomeracién de {z,},

{nEN:n>nmywn€D -

(@)} # 2

Por el P.B.O. existe el primer elemento de este conjunto. Esto prueba que la sucesién creciente de niimeros
naturales {n,,} puede proseguirse indefinidamente. Y como

1
d(zp,, ,z) < —,YVmeN
m

entonces
lim d(z,,, ,x)=0
m—00

lo que significa que {z,,,} — x, como se queria probar.q
m—00
Junio 5 de 1987.

Proposicion. En un espacio métrico compacto cualquier sucesién posee algun punto de aglomeracién.
Demostracion. Supongamos que (M, d) es métrico y compacto y que {z,} es una sucesién de elementos
de M. Si {z,} no tuviera puntos de aglomeracién, entonces para cualquier x € M existirian

U. N7 y n(zr)eN

tales que
Ty & Uy, Ym € Nym > n ()

Pero (Uy),, es una cubierta abierta de M. Luego, debido a la compacidad, existe una subcubierta finita

{Us,,Usgs s Uz, }

para la cual tenemos que en U,, hay, a lo méas, n (z;) términos de la sucesién. De aqui resulta que en M hay,

m
cuando mucho, > n (z;) términos de la sucesién (en el sentido de los indices), lo cual es absurdo, pues hay
i=1
tantos como numeros naturales. Luego, falso suponer que {z,} carece de puntos de aglomeracién en M y,
por lo tanto, posee al menos un punto de aglomeracién.q
Corolario. En un espacio métrico compacto cualquier sucesién tiene una subsucesién convergente.
Demostracion. De la proposicion se sigue que {x,} posee algin punto de aglomeracién z y por el lema
anterior se sabe que en tal caso existe una subsucesién de {z,} que converge a z.a
Definicidn. Sea (M, d) un espacio métrico cualquiera y sea A C M, A # &; entonces el didmetro de A,
que denotaremos como § (A), es
d(A) =sup{d(z,y):z,y € A}

TEOREMA. Si (M, d) un espacio métrico compacto, entonces para toda cubierta abierta i de M existe un
ntimero n € R* con relacién al cual puede asegurarse que toda regién del espacio cuyo didmetro sea menor
que 7 estard cubierta por algin miembro de U.

Demostracion. Supongamos que el enunciado es falso y que U es tal que para todo natural n siempre existe
alguna region en el espacio que, aunque su didmetro sea menor que %, no queda cubierta por ninguno de los
miembros U; de U; en simbolos:

1
VneNd A, C M.5.6(4,) < b A, LU;Nje T

Es claro que toda A,, # &, pues de lo contrario A,, C U;. Por consiguiente, para cada n € N podemos escoger
un punto z, € A, y formar una sucesién; por el corolario anterior, existe una sucesién parcial {z,,, } de {z,}
que converge, digamos, a £ € M. Como U cubre a M, existe algin miembro U; € U tal que = € Uj; y como
U es abierta y zy,, mj;o x, entonces todos los términos de la subsucesién a partir de cierto rango caen en

U;. Mas todavia; como la familia de discos abiertos de centro en x constituye una base local de vecindades
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en x y U;j € Ny, entonces existe ¢ > 0 tal que D, (z) C U;; de modo que, debido a la convergencia, existe
m (¢) € N tal que
€
d(zp,,,r) < 3 sim>m(e).

Si ademads el propio natural n,, satisface que

(LI ]

Ny 2>

entonces, dado que § (4,,,) < 7%, para a € A, , tenemos

d(a,zn,,) <0(An,) <

| ™

Aplicando la desigualdad del tridngulo tenemos
d(a,z) <d(a,zp, ) +d(xy,,,,z) <e

lo que significa, dado que a se escogié arbitrariamente en A, , que A,,, C D.(z); .. A,,, CU; V. Esta

m

contradiccién demuestra que el teorema no puede ser falso.a
Def. Al nimero 7 del teorema anterior se le llama niimero de Lebesgue de la cubierta U.

Junio 8 de 1987.

TEOREMA DE LA CONTINUIDAD UNIFORME.
Sea
f(M,d) - (M',d)

una funcién continua entre espacios métricos. Si el dominio de f es compacto, entonces
Ve >03n>0.5.d(z1,22) <n=d(f(z1),f(22)) <e

Demostracion. Sea € > 0; por la continuidad de f tenemos que
Vee M 3r, > 05.d (f(2), f(y) < g siy € D,, (z)

Entonces D = [D,, (z)],, es una cubierta abierta de M; debido a la compacidad, existe el nimero de Lebesgue
de esta cubierta. Sea n tal nimero y sean x1,z2 € M tales que d(x1,x2) < n; entonces ¢ ({z1,z2}) < n; por
lo tanto, existe r, > 0 tal que {z1,z2} C D, (z). Aplicando la desigualdad del tridngulo tenemos

d'(f (1), f (x2)) < d'(f (w1), f (@) +d'(f (2), f (22)) <e

Por lo tanto f es uniformemente continua.q

Ejemplo: Como caso particular de lo anterior tenemos que toda funcién real continua en un intervalo
cerrado es uniformemente continua. En la demostracion original de este resultado, conocido como Teorema
de Heine, este matematico probd que el intervalo cerrado sobre el que se define la funcién es un conjunto
compacto. El resultado tardé mucho tiempo en hacerse piiblico; cuando se dio a conocer, otro matematico,
Emilio Borel, ya tenia una prueba de que los intervalos cerrados y acotados de la recta son conjuntos
compactos. Debido a esto, el teorema suele llevar el nombre de ambos matematicos. Pero algunos franceses
atribuyen el resultado solamente a Borel, o a Borel y a Lebesgue, y por ello en libros franceses puede hallarse
como Teorema de Borel-Lebesgue.

10.0.4 DESCRIPCION DE LOS SUBCONJUNTOS COMPACTOS DE LOS ESPACIOS
EUCLIDIANOS.

TEOREMA. Si A C E", son equivalentes:
(a) A es compacto.
(b) A es cerrado y acotado.
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Demostracion. (a) = (b) Sea A cualquier subconjunto compacto de E*. A es métrico, porque E" lo es;
entonces, como consecuencia del ejercicio 5, A estd acotado, y es cerrado porque E" es de Hausdorff.
(b) = (a) No es dificil probar que cuando A es acotado se le puede encerrar en un cubo o n-celda del tipo

[e1,c]” = l01,02] X e X [cl,ch, con ci,ca €R

~~
n factores

Por los teoremas de Heine-Borel (en R) y de Tychonoff (que es ese del 25 de mayo cuya demostracién estd
pendiente), este cubo es compacto; y como A es cerrado en E* | también lo es en el cubo, de donde resulta
que A es compacto.a

10.1 Conjuntos Dirigidos

Junio 10 de 1987.

Ejercicios: 8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Determinar las sucesiones convergentes en (X, 7)
en los casos siguientes:

(a) Cuando 7 es discreta.

(b) Cuando 7 es indiscreta.

9. Si (X, 1) satisface el primer axioma de numerabilidad (i.e. cada punto posee una base local numerable),
demostrar que C' C X es cerrado si, y sélo si, cualquier sucesién de elementos de C' que converge tiene su
limite en C.

Este ejercicio muestra que cuando un espacio satisface el primer azrioma de numerabilidad el concepto
tradicional de convergencia de sucesiones si logra capturar la topologia del espacio. Sin embargo, como ya se
menciond®, esto no es vdlido en general y hay que recurrir a teorias de convergencia mds finas que hagan
posible esta captura. Un estudio breve de dos de estas teorias inicia ahora.

Definicién. Una pareja (D, <) es un conjunto dirigido si D # @ y < es un preorden, i.e.

i) < es reflexivo (d < d,Vd € D).

ii) < es transitivo (dy < do, dy < d3 = dy < d3)

111) < dirige a D (le,dg €D 3ds € D.5.dy <ds,ds < d3)

Ejemplos: 1. N con el orden usual es un conjunto dirigido.

2. Sea (X, 7) un espacio topolégico arbitrario. Para los elementos de N, definimos < del modo siguiente:

U<VeVCU

Entonces (N, <) es un conjunto dirigido. En efecto, para cualesquiera U,V € N, tenemos
i) U < U, porque U CU
) SiULKVyV<W,entonces VCUyWCV; - WCU; . .ULV
iii) Como U NV € N, entonces U <UNV yV<UNV.q
Sea (D, <) un conjunto dirigido arbitrario; para d € D definimos R; como

Ri={d eD:d<d}

Definiciones. Sean R y C' dos subconjuntos de D arbitrarios.

a) R se llama residual si 3d € D.5.Rs C R.

b) C se llama cofinal siVde D Ice C5.d<ec.

Observacién. Todo residual es cofinal, pero no reciprocamente.

En efecto, se R cualquier residual en D; entonces existe d € D tal que Ry C R. Sea dy € D; como D es
dirigido, existe d' € D tal que d < d' y dy < d'. Luego, d' € Rg;

~VdyeD3d € R.5.dy < d
lo que significa que R es cofinal.

En (N, <) el conjunto de los nimeros primos es cofinal pero no es residual.q

8Recuérdese el comentario del 13 de enero de 1986.
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Junio 12 de 1987.

Ejercicio 10. Sean, (D, <) un conjunto dirigido arbitrario y E'y F' dos subconjuntos de D tales que E C F.
Pruebe que:

(a1) si E es residual entonces F' es residual

(a2) si E es cofinal entonces F es cofinal

(b) E es residual & D — E no es cofinal.

Sexta tanda de ejercicios: 1. Sea (D, <) cualquier conjunto dirigido; pruebe que:

(a) si dy, ..., d, son n elementos cualesquiera de D, entonces existe d € D tal que

d; < d,Vie{l,..,n}

n

b) si Ey, ..., E, son n subconjuntos residuales de D, entonces N FE; es residual. ;Es valida la afirmacion
i=1
i=

para cofinales?

LEMA. Sea (D, <) cualquier conjunto dirigido; si D = AU B y A no es residual, entonces B es cofinal.

Demostracion. Por (b) del ejercicio 10, D — A es cofinal; ademds, D — A C B. Entonces, por (a2) del mismo
ejercicio, B es cofinal.

Definicidén. Sea A : (D, <) — (E, <) una funcién cualquiera entre conjuntos dirigidos.

(a) Se dice que A es creciente o que conserva el orden si d; < dz = A(dy) < A (dy).

(b) Se dice que X es cofinal siVee E 3d € D.5.e < A(d).

Ejemplos: 1. Sea (E, <) un conjunto dirigido cualquiera y D un subconjunto cofinal en E. Entonces el
preorden < de E induce un orden en D que también es un preorden. Ademas, si

A:(D, <) = (B, <)

es la inclusién, entonces:
(a) A es creciente porque di < ds = A(dy) =di < do = A (d2).
(b) X es cofinal, pues siendo D un subconjunto cofinal de E tenemos

Vee Fdde Ds.e<d

y po lo tanto e < A (d).

2. Sea (N, <) el conjunto dirigido en el que U < V < V C U. Entonces B, es una base local en z si, y
sélo si, B, es cofinal en (N, <). Del ejemplo 1 se sigue la inclusién de B, en A, es una funcién creciente y
cofinal.

Proposicién. Sea A : D — E una funcién creciente arbitraria. Son equivalentes:

(a) A es cofinal.

(b) Para todo residual R en E existe un residual @ en D tal que A (Q) C R.

(¢) Para todo residual R en E, A\~! (R) es residual en D.

Junio 15 de 1987.

Demostracion. (a) = (b) Sea R cualquier residual en E; entonces existe e € E tal que R, C R. Por (a)
existe d € D tal que e < A(d). Sea Q = Ry; entonces @ es residual en D, y si ¢ € @ entonces d < q y
A(d) < A(q) debido a que X es creciente.

se<A(g); A (g € Re; . A(Q) CR.
(b) = (c) Sea R cualquier residual en E; por (b) existe un residual @ en D tal que A (Q) C R. Entonces
QCAT (@) CA (B

de modo que, por (a;) del ejercicio 10, A=! (R) es residual.

(¢) = (a) Sea e € E arbitrario. Como FE es dirigido, para e y para cualquier d' € D existe e’ € E tal que
e < e y A(d') < €. Consideremos ahora el residual R, de E; por (c), A™! (Rr) es un residual en D, y si
d € A1 (R./) entonces A (d) € Rer y € < X(d); ...e < X(d); X es cofinal.q

Obs. Para probar que (¢) = (a) no se usé la hipétesis de que A es creciente.
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10.1.1 ProbpucTO CARTESIANO DE CONJUNTOS DIRIGIDOS.
Definicién. Sean, (D;, <;); una familia arbitraria de conjuntos dirigidos, D =[] D; y < un orden en D
iel
definido del modo siguiente:
Proposicién. (D, <) es dirigido.
Demostracion. i) (I, f) < (I, f) porque f (7)
fel
I

i) (I, /) <L, f) e (I f') < (I, f") = f (i) <
iii) Sean (I,f) (I, f') € D cualesquiera. Como

f@),viel.
f! (d) %f (1) <i f"(); o f ) <i f7(); o (L ) < (L )

<i
< !
; es dirigido,

Sea (I, f") € D tal que f" (i) = d;; entonces

FQ@),f () <i f"(i),Viel

(LA e (L) ST o
Ejemplo. Sean (D1,<1) y (D2, <2) dos conjuntos dirigidos cualesquiera. Sea D = D; x Ds;

(di,dp) < (d},dy) & dy <1 dy y dy <5 dj

Entonces (D1 X Ds, <) es el producto dirigido de (D1, <1) y (D2, <s).

Definiciones. (a) Sea X un conjunto arbitrario; una red en X es cualquier funcién de codominio X cuyo
dominio sea un conjunto dirigido.

(b) Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario y € X. Decimos que la red

v:(D,<) = (X,7)

converge a r si para toda U € N, existe un residual Ry en D tal que ¢ (Ry) C U. Tal situacién la
denotaremos escribiendo: ¢ — x

Junio 17 de 1987.

(¢) Sea ¢ : (D, <) — (X,7) una red arbitraria y € X; z se llama punto de aglomeracién de ¢ si
para toda U € N, y para cualquier dy € D existe d € D tal que dy < dy ¢ (d) € U.

Ejemplos: 1. En un espacio topoldgico X, una sucesiéon ¢ : N — X que converge a = es una red que
converge a . En efecto, segtin la definicién de convergencia®

YVUeN,Inyg e€Nsn>ny=pn) el

lo cual significa que existe un residual Ry en N, Ry = R,,,,, v que ¢ (Ry,,,) CU.
2. Un punto de aglomeracién de la sucesién ¢ sigue siéndolo atin visualizando a ésta como red!?.
3.5i¢: N, = X es tal que ¢ (U) € U, entonces ¢ converge a .
En efecto, sea U € N, y sea

Ry={V €N, |U<V}ie Ry={VEN,|VCU}

Por definicién, Ry es residual en N, y si V € Ry entonces ¢ (V) € U. Por lo tanto, ¢ (Ry) C U; por lo
tanto ¢ converge a r.@
Proposicion. Si ¢ converge a x entonces x es punto de aglomeracién de ¢, pero no reciprocamente.
Demostracion. Sean, U € Ny, dy € D y considérese el residual Ry, en D. Dado que ¢ converge a x, existe
un residual Ry C D tal que ¢ (Ry) C U. Como Ry es residual, D — Ry no es cofinal; luego, Rq, £D — Ry.

“Enero 13 de 1986.
10y ¢éase la definicién del 12 de junio de ”este” afio.
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Sea d € Ry, tal que d ¢ D — Ry; entonces dy < dy d € Ry; ... ¢ (d) € U, lo cual prueba que z es punto de
aglomeracién de .

El reciproco es falso; témese, por ejemplo, una sucesién (de N en R, digamos). Es un caso particular de
red, y sabemos que con més de un punto de aglomeracion la sucesiéon no es convergente.q

Definicién. Sean, X un conjunto y ¢ : D — X una red, arbitrarios. La composicién @A de ¢ con cualquier
funcién creciente y cofinal A : E — D se llama sub-red de ¢.

Ejemplos: 1. En una sucesiéon ¢ : N — X toda subsucesién o sucesion parcial es una sub-red de ¢, pero
no reciprocamente.

En efecto, si ¢ (n) = x,, y {z,,, } es una sucesién parcial de {z,}, entonces

nE<ng < - <Ny < -+

N ={ny, | m e N}

es cofinal en N y, por lo tanto, un conjunto dirigido con el orden inducido. Luego, la inclusién
A:N—>N

es una funcién creciente y cofinal y, de acuerdo a la definicién anterior, A es una sub-red de . Y como

oA (nm) = @ (nm) = T4,

entonces, efectivamente, {z,, } es una sub-red de ¢.

Sin embargo, si A : £ — N es creciente y cofinal, entonces p\ : E — X es una sub-red pero no necesari-
amente una sucesién parcial porque E es un conjunto dirigido arbitrario (que puede no tener nada que ver
con N); por eso el reciproco no siempre es verdadero.q

Junio 19 de 1987.

2. Sea ¢ : D — X una red en un espacio topolégico X y sea z un punto de aglomeracién de . Pensemos
en el sistema de vecindades AV, de este punto y consideremos el conjunto

E={d,U)eDxN, |¢(d) ecU}
Entonces E es cofinal en D x N, porque al ser x un punto de aglomeracién de ¢ tenemos que
V(d,U)ye DxN,3d € D.5d<d yo(d)eU
~(dU)yeE y (dU)<(d,U)

Por consiguiente, E con el orden inducido resulta ser un conjunto dirigido (no olvidemos que cualquier
subconjunto cofinal de un conjunto dirigido también es dirigido con el orden inducido). Por otra parte,

E 2 D
(d,U) — d
es una funcién creciente y cofinal porque

(d,U) < (d,U)=Ad,U)=d<d =X(d,U)
(i.e. A es creciente); y como z es punto de aglomeracién de ¢

Vde D,UeN,Ad e D.5d<d yo(d)eU

SdU)eEE vy d<Ad,U)

(i.e. X\ es cofinal). Luego, tenemos una sub-red ¢\ : E — X; esta sub-red es especial cuando ¢ posee un
punto de aglomeracién.
Proposicién. Sea ¢ : D — X cualquier red en el espacio topolégico X; son equivalentes:
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a) x es punto de aglomeracién de .

b) Existe una sub-red de ¢ que converge a x.

Demostracion. (a) = (b) Consideremos para ¢ la sub-red A del ejemplo anterior. Vamos a probar que
©X = x. Sea U € N,; por (a), existe d € D tal que ¢ (d) € U. Luego, (d,U) € E y R4y define un residual
en E; ademds, si (d',U’) € R4, entonces

oM U)=p(d)eU' CU

lo que significa que @A\ converge a x.
(b) = (a) Sea (d,U) € D x N,; hay que probar que existe d € D tal que d < d' y ¢ (d') € U. Por (b)
existe una sub-red
EADSBX
que converge a x. Luego, para U existe un residual @ C E tal que pA (Q) C U. Por otra parte, como \ es

cofinal, para d existe e € E tal que d < X (e); pero @ es residual en E, de manera que existe ¢/ € ) tal que
e <e'. Como ademés A es creciente, tenemos

d< A(e) € A(Q)
Esto significa que A (Q) es cofinal en D, pues d es arbitrario. Sea d' = X (¢’); entonces

p(d) epA(Q)CU

y asi queda demostrado que x es punto de aglomeracién de ¢.q
Ejercicio 2. Sea ¢ : D — X una red en el espacio topolégico X. Probar que son equivalentes:
a) = es punto de aglomeracién de .
b) ¢ (U) es cofinal en D, YU € N,.

10.1.2 DETERMINACION DE LA TOPOLOGIA DE UN ESPACIO POR REDES
CONVERGENTES.

Junio 22 de 1987.

TEOREMA. Sea (X, 7) un espacio topolégico arbitrario y sea A C X. Entonces:
a) La cerradura de A la forman los puntos del espacio a los cuales converge cualquier red que tenga imagen
en A; en simbolos:
A={reX|3p:D = X5p(D)CAyp—z}

b) A es cerrado si, y sélo si, toda red convergente con imagen en A converge a un punto de A.
Demostracion.(a) C) Sea x € A; entonces

UnA+o,YU €N,
Sean, (N, <) el conjunto dirigidoen el que U <V &V CU y ¢ : N, — X una red tal que
o (U) e UNANU €N,

Entonces ¢ converge a z'! y ¢ (N,) C A.
D) Supongamos que ¢ : D — X es una red que converge a x y que ¢ (D) C A. Sea U € N,; entonces
existe un residual R en D tal que ¢ (R) C U. Pero ademas

p(R)Cp(D)C A

Luego, ¢ (R) CUN A; y como ¢ (R) # @ (R no es vacio), entonces U N A # @. Por lo tanto, z € A.

yéase el ejemplo 3 de la clase del dia 17.
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(b) =) Si ¢ : D — X es una red que converge a z y ¢ (D) C A, por (a), € A. Si ademéds A es cerrado,
entonces A = A; luego, z € A.
<) Supongamos que A es tal que siempre que una red convergente tiene rango en A entonces el punto al

que converge es un punto de A. Entonces
{teX|3p:D—>X59p(D)CAyp—2a}CA

Por (a), esto significa que A C A, lo cual implica que A es cerrado.q

Este teorema justifica al concepto de red convergente como un concepto béasico de la topologia porque
hace ver que con él se consigue aprehender la nocién de cercania que topolégicamente rige en cada espacio.
Siendo baésico, ha de poderse caracterizar cualquier otro concepto topoldgico a través suyo. Verbigracia: el
concepto de funcién continua.

Junio 28 de 1987.

TEOREMA. Sean, f: (X,7) = (Y, 0) una funcién arbitraria y zo € X. Son equivalentes:

a) f es continua en z.

b) Si ¢ : D — X es una red que converge a zg, entonces la red fo : D — Y converge a f (o).

Demostracidn. (a) = (b) Sean, ¢ : D — X una red que convergea zg y V € Ny(4,)- Por (a), f=1 (V) € Ny;
por lo tanto existe un residual R C D tal que ¢ (R) C f~* (V). Entonces fo (R) C V, lo que significa que
fp converge a f (o).

(b) = (a) Supongamos que f es discontinua en zo. Entonces existe V' € Npy(,,) tal que f~1 (V) ¢ Na,.
Entonces

U— (V) #a,VU € Ny,

Sea,
0Ny = X5.0(U) €U~ f71H(V)

Se sabe que ¢ converge a xo. Por (b), fy debe converger a f (z9) y por lo tanto para V debe existir un
residual R en A, tal que fy (R) C V. Entonces

e(R)Cf (V)
o) ef Y (V),YUERV

Esta contradiccién prueba que si pasa (b) f debe ser continua en zg.q

TEOREMA. Sean, (X, 7»), una familia cualquiera de espacios topoldgicos y ¢ : D — [] (X, 7a), una
AEA
red arbitraria. Entonces

0= (A, f) & Py — f(N),VX €A

Demostracion. (=) Supongamos que ¢ — (A, f). Como P es una funcién continua, del teorema anterior
se tiene que Py — Py (A, f) = f ().
(<) En esta parte nos valdremos del hecho de que si ¢ : (D, <) — (X,7) es cualquier red y z € X,
entonces
@ —=x < @ ' (U) esresidual en D,VU € N,

Sea
P/\_11 (Ux,) ﬂP/\_Zl (Ux,)N---N P)‘_nl (Ux,) € N(A,f)

De acuerdo con la hipétesis tenemos que Py, — f ();). Luego,
(Prno) ™" (Un) = 7' P (UY)
es un residual en D. En consecuencia
e 'P(Ux) NN PPN (UN,) = (P (Ua) N0 PLH(U))

es un residual en D [ejercicio 1(b)], lo que significa que ¢ converge a (A, f).a
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Definicion. Sea ¢ : D — X una red en el conjunto X. Se dice que ¢ es una ultrarred cuando para todo
ACX, o7t (A) 69~ (X — A) es un residual en D.
Ejemplo: Sean, ¢ : D — X la red constante de valor z y A C X. Entonces

e t(A)=D,size A
eI (X—A)=D,siz¢ A

Por lo tanto ¢ es una ultrarred.

Este ejemeplo muestra que el concepto de ultrarred no es un concepto vacio.

Proposicién. Sea f : X — Y una funcién arbitraria. Si ¢ : D — X es ultrarred, entonces también
fo:D =Y es ultrarred.

Demostracién. Sea B C Y; como f~'(B) y f~! (Y — B) son mutuamente complementarios en X y ¢ es
ultrarred, entonces

e (fTN(B) 6 ¢ (fT(Y-B)
es residual en D, lo que significa que fp es ultrarred.q

Julio 3 de 1987.

Proposicién. Sea ¢ : D — (X, 7) una ultrarred arbitraria. Si z es punto de aglomeracién de ¢, entonces
 converge a x.

Demostracién. Sea U € N,; se sabe que ¢~ (U) es cofinal en D (ejercicio 2), y como ¢ es ultrarred,
entonces 6 ¢! (U) es residual en D 6 p~! (X —U) lo es. Pero si ¢! (U) es cofinal, entonces

D-p ' (U)=¢ ' (X -T)

no es residual en D. Luego, ¢! (U) es residual y por lo tanto ¢ converge a z.q

TEOREMA. Sea (X, 7) un espacio topoldgico arbitrario. Son equivalentes:

(a) X es compacto.

(b) Toda red ¢ : D — X posee al menos un punto de aglomeracién.

(¢) Toda ultrarred en X es convergente.

Demostracion. (a) = (b) Sea ¢ : D — X una red arbitraria. Si ¢ no tuviera ningin punto de aglomeracién,
por el resultado del ejercicio 2, para cada z € X existirfa U, € N2 tal que ¢! (U,) no es cofinal en D o, lo
que es lo mismo, que D — o~ ! (U,) es residual en D; esta familia (U,) y constituye, desde luego, una cubierta
abierta de X y, por (a), de ella puede extraerse una subcubierta finita

{UIUUIza ey Umn}

Si ademés n
R :igl [D — gOil (Uzl)]

entonces R es residual y
RCD- 9071 (Us,) = 5071 (X -Us,)

" o(R) C X —U,,,Vie{l,2,..,n}

N

o(R)CA (X-Up)=X- U U,=0V
i=1 i=1 o
Contradiccién, porque ¢ (R) # &. Luego, ¢ posee al menos un punto de aglomeracion.
(b) = (a) Sea U = (U;); una cubierta abierta arbitraria de X y supongamos que X — 'UJ U; # @ para
1€

cualquier J C I finito. Sea D el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos finitos de I con el orden

siguiente:
SHh<he i Ch

Es claro que < es reflexivo y transitivo; ademds dirige a D ya que

Jl,J2€D:>J1,J2§J1UJ2€D
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Sea ¢ : D — X una red tal que
p(J)e X— ig} U;
Por (b), ¢ posee al menos un punto de aglomeracién = € X; luego, z € U;,, p.a. ip € [ y ¢ ' (U;,) es cofinal
en D;
N eD3ITep H (U) 5.0 <J

En particular si J' = {ig} y J es el elemento de ¢! (U;,) tal que {ip} < J, entonces iy € J; pero

o (J) EX—igJ U; ZiQJ (X =Uy)
sp(J) €EX U

L JEPTNX ~Ui) =D — ™" (Ui,) V

Luego, falso suponer X — 'UJ U; # o ¥J C I finito. Por lo tanto, I/ posee una subcubierta finita y X es
1€

compacto.

(b) = (c¢) Sea ¢ una ultrarred en X. Por (b), ¢ posee al menos un punto de aglomeracién z € X y, por
la proposicién anterior, ¢ converge a x.

La prueba de que (c) implica alguno de los otros dos incisos la dejaremos para otro dia.|q

10.2 Filtros

Julio 20 de 1987.

Definicién!2. Un filtro en un conjunto no vacio X es una familia no vacia F de subconjuntos no vacios
de X tal que

(Z) Fi,FbeF == FiNEk eF.

(i) i CFhhy FL € F=> F, e F.

Ejemplo: {X} es el filtro més pequefio que hay en X. En efecto,

('L) Fi,F> € {X}ﬁFl =Fh=X=>FNFkKk=XE€ {X}

(ZZ) Fi gngFle{X}jF2QX:>F2:X€{X}

Por lo tanto, { X} es un filtro. Y es el més pequefio porque cuando F es cualquier filtro en X, entonces ni
X es vacio (porque los filtros se definen para conjuntos no vacios) ni lo es F (porque los filtros son familias
no vacifas); por lo tanto, existe algin F € F y F C X. Por (ii) de la definicién, X € F; .. {X} C F. Este
sencillo hecho de que X siempre es miembro de cualquier filtro en X, aunque facil de ver, tendrd mucha
relevancia en lo sucesivo.

Definicién. Una base de filtro en X es una familia no vacia B de subconjuntos no vacios de X tal que

By,B e B=31B3€B.5.B3 C B NB,

Obs. Es claro que todo filtro es una base de filtro.
TEOREMA. Si B es una base de filtro, entonces

F={FCX:BCF,paBeB}

es un filtro en X.

Demostracion. Por definicién de base de filtro, B # @; . F # @. Y si F' € F, entonces existe B € B tal
que B C F; luego, F # & porque B # @. Asi, F es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de X.
Ahora bien:

(i) F1,F, € F =3 By,B> € B, By C Fy, By C F»; por lo tanto existe Bs € B tal que

Bs CBiNBy CFNF,

12para quienes no les gusta el vacio...
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FiNE eF

(it) F € F = F, D By € B.Y si F5 D F, entonces Fy D By; .. Fh € F.
A F se le llama filtro generado por B. Observemos lo siguiente: si 7' es otro filtro que contiene a B y
F € F, entonces
FOBeBCF

de lo cual resulta que F' € F' y, por lo tanto, F C F'. Esto significa que el filtro generado por B es el méas
pequeno que contiene a B.

Julio 22 de 1987.
Ejemplos: 1.Sea A un subconjunto no vacio de X; entonces
F={FCX:ACF}

es un filtro en X.
(Z) L Fhe F=>ACEHE yACFH,; - ACFNFk; . FFNE e F.
(’Ll) Fy gFQYFlefﬁAgFQ;.'.FQEf.
Observacion. Este filtro tiene como caracteristica que NF # &.
2. Sea X un espacio topoldgico arbitrario y A un subconjunto no vacio de X; entonces

F={FCX:ACF°

es un filtro en X.
(’L) Fi, Fy Ef#AgFf yA§F2°; _'_AgFfﬁF;: (FlﬁFQ)o; ~FiNE,eF.
(i) i CFhhyFLe F=> ACF> CFy;,  FreF.
Observacion. Tampoco aqui es vacia la interseccién sobre F, ya que & # A C NF. Observemos también
que si A = {z}, entonces F = N.
3. Sea
B={(a,0):a€cR}

Entonces B es base de filtro. En efecto, si (a,0),(b,o0) € B y ¢ = max{a,b}, entonces (¢,00) € By
(¢,00) C (a,00) N (b,00). B no es un filtro porque si z < a, entonces

(a,00) C {z}U(a,00) ¢ B

El filtro F generado por B se llama filtro de Frechet. Tiene la particularidad de que NB = § y, por lo
tanto, NF = .

Definiciones. Sean F, F; y F> filtros en un conjunto X.

a) Se dice que F es fijo si NF # @, y se dice que F es libre si NF = (.

b) Cuando F; C F> se dice que F» es mas fino que F;.

c¢) Cuando X es un espacio topolégico y F es més fino que N, se dice que F converge a z.

d) Finalmente, diremos que = es punto de aglomeracién de F si

FNU+#o,VF € FNU €N,

Nota: F — x denotard que F converge a .

TEOREMA. Sea X un espacio topoldgicoy x € X.

(a) Si F — x entonces x es punto de aglomeracién de F, pero no reciprocamente.
Si B es una base de filtro y F es el filtro generado por B, entonces

(b)
Foz&VUeN,IBeB5.BCU

(¢) x es punto de aglomeracién de F si, y solamente si,
BNU # 9,YB € BYU € N,

Demostracion. (a) Si F — z entonces N, CF; . FeF=>FNU € FYU € Ny; .. FNU # @; .z es
punto de aglomeracién de F.
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(b) (=) Sea U € N,; entonces U € F, que es generado por B. Por lo tanto, U O B, p.a.B € B.

(<) Sea U € N; por hipétesis existe B € B tal que B C U. Pero B € F; luego, U € F. Por lo tanto,
N, CFyF—u.

(¢) (=) Sean Be€ By U € N,. Entonces B € F; . BNU # @.

(<) Sean F € F y U € N,,. Entonces F D B, p.a.B € B; luego, FNU # @ ya que

FNUDBNU #9
Por lo tanto x es punto de aglomeracién de F.q

Julio 24 de 1987.

Ejercicios: 3. Sea B una base de filtro y F el filtro generado por B. Si B’ es tal que
BCB CF

pruebe que B’ también es una base de filtro y que F es el filtro generado por B'.

4. Si (F;); es una familia no vacia de filtros en X y

F=nNnF
iel

pruebe que F es un filtro en X.

5. Si A es una familia de de subconjuntos de X contenida en algin filtro, pruebe que existe un filtro
minimo que contiene a A.

TEOREMA. Sea F un filtro en el espacio topolégico X y z € X. Son equivalentes:

(a) = es punto de aglomeracién de F

(b) Existe un filtro G més fino que F que converge a .

Demostracion. (a) = (b) Por hipétesis, FNU # @,YF € FNU € N,. En consecuencia

{(FNU|F e F,UcN,}

es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de X; ademds, para cualesquiera dos de sus miembros
tenemos

(FLNU) N (BNUs) = (FL N Ey) N (U N Us)

que vuelve a ser miembro de la familia. Esto significa que ésta es una base de filtro. Sea G el filtro generado
por ella. Entonces
FNX=FegVFeF

Por lo tanto, F C G. Y si F' = X, tenemos
XNU=UegGVUeN,

Por lo tanto, NV, C G; por lo tanto, § — =.
(b) = (a) Sean F € F, U € Ng; por (b), F,U € G. Luego, FNU € G; .. FNU # &. Por lo tanto, = es
punto de aglomeracién de F.q

10.2.1 DETERMINACION DE LA TOPOLOGIA DE UN ESPACIO POR FILTROS
CONVERGENTES.

El siguiente teorema muestra que también el concepto de filtro es un concepto basico de la topologia.
TEOREMA. Sea (X,7) un espacio topoldgico arbitrario y sea A C X, A # &. Entonces A consta de todos
aquellos puntos a los que converja cualquier filtro que tenga a A como uno de sus miembros; en simbolos:

A={ze€eX|3IF—>25.A€F}

Demostracion. (C) Sea x € A y sea
F={FCX:ACF}
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Se sabe que F es un filtro. Por otra parte, como z € A, entonces ANU # @&,YU € N,; luego
FNU#o,VFe F VU e N,

lo que significa que x es punto de aglomeracién de F. Por el teorema anterior existe un filto G més fino que
F (~.A€eg) tal que G — z.
(D) Sea x € X y supongamos que existe un filtro G tal que A € G y G — z. Entonces

ANU e GVU e Ny; . ANU #2NU e N,

lo cual significa que « € A, como se queria probar.q

Definicién. Sea X un conjunto. A un filtro F en X se le da el nombre de ultrafiltro si no existe filtro
alguno estrictamente més fino que F.

TEOREMA. Sea F un filtro cualquiera en X; son equivalentes:

(a) F es ultrafiltro.

) ACX=>AcFS6X—-AeF.

Demostracion. (a) = (b) Por hipétesis F es un ultrafiltro. Sea A C X y supongamos que A ¢ F; entonces

FNn(X-A)#2,VFeF
ya que si para algin miembro de F se tuviese F'N (X — A) = &, entonces FF C Ay A € F. Por consiguiente
{FN(X—-A):FeF}

es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de X que ademés es base de filtro porque para cualesquiera
Fy, F> € F tenemos
[FiN(X—-A)N[FHN(X-A)]=(FNE)N(X - A)

que es miembro de la misma familia. Sea G el filtro generado por ella; entonces (X — A) € G, y como
FN (X —A) CF,entonces F € G; -. F CG. Pero F es ultrafiltro; luego, G no puede ser estrictamente més
fino que F. Por lo tanto, también G C F, i.e. F = G, de donde resulta que (X — A) € F.

(b) = (a) Sea G cualquier filtro méas fino que F. Entonces

GeGg=(X-G)¢F

de modo que, aplicando (b), G € F. Por lo tanto, G = F; por lo tanto, F es ultrafiltro.a
Para mostrar que el concepto de ultrafiltro no es un concepto vacio veamos un ejemplo:
Sea z € X fijo. Entonces el filtro
F={FCX:z€eF}

es un ultrafiltro, ya que si A C X entonces

rEA=>AeF y
rdA=>X-AeF

Como ya hicimos notar, en este caso NF # @; luego, este es un ejemplo de ultrafiltro fijo. Hasta la fecha!?
no se conoce ejemplo de ultrafiltro libre.

Julio 27 de 1987.

Ejercicio: 6. Sean X y Y dos conjuntos cualesquieray f : X — Y una funcién arbitraria. Probar que si B
es una base de filtro en X, entonces

f(B)={f(B):BeB}

es una base de filtro en Y.

13y atin hasta hoy
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Definicién. Sea f : X — Y una funcién arbitraria. Se sabe que todo filtro es base de filtro; de acuerdo al
ejercicio anterior, si F es un filtro en X entonces

{f(F):FeF}

es una base de filtro en Y. El filtro en Y generado por esta base se llama imagen del filtro F segin f y
se denota por f (F).

Denotandolo asi cometemos un abuso en la escritura porque, segun el ejercicio 6, f (F) debe denotar
a la base {f (F): F € F}. Hecha esta aclaracién no caben ya ambigiiedad ni confusién alguna cuando
encontremos escrito f (F).

TEOREMA. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topolégicos y zg € X. Son equivalentes:

(a) f es continua en xg.

(b) F > x0 = f(F)— f(x0).

Demostracion. (a) = (b) Sea F cualquier filtro en X que converja a xo; entonces Ny, € F. Sea V' € Nyz);
por (a), existe U € N, tal que f(U) CV,y como U € F, entonces

FU)elf(F):FeFrCf(F);

SV ES(F)s o Niwo) SF(F); o fF(F) = f (o).
(b) = (a) Sea V' € Ny(gy); como Ny, C Ny, tenemos que Ny, — 20. Por (b),

f(NZo) - f(CU()),V € f(Nwo)

y como todo elemento del filtro contiene algin elemento de la base
AU e N5 f(U)CV

lo que significa que f es continua en zg.@
Ejercicio: 7. Sean X y Y dos conjuntos y f : X — Y cualquier funcién.
a) Si F es un filtro en X, probar que

f(FH)={GeY: f'(G)eF}
b) Si ademds X y Y estan topologizados y f (F) — f (), p.a. ¢ € X, probar que
Y (V)e F,VV e N

TEOREMA. Sea (X, 7»), cualquier familia de espacios topolégicos no vacios. Si F es un filtro en []
AEA

(Xx,m) y (A, f) € TT (X, Tr), son equivalentes:
AEA

a) F = (A, f)

b) Pa(F) = f(N),VAe€A.

Demostracion. (a) = (b) Como toda A-proyeccién es una funcién continua podemos aplicar el teorema
anterior y de (a) concluir que

P(F) = BN ) =10

(b) = (a) Sea
PN (Un) NP (Un,) N0 P (UN,) € Moy

Por (b) y el ejercicio 7(b), Py.' (Ux,) € F, Vi € {1,2,...,n}; por lo tanto
P (Ux) NP (Usy)N -0 PN (US,) €F

lo que significa que toda vecindad bésica de (A, f) es miembro de F y esto es suficiente para poder asegurar
que F = (A, f).e

TEOREMA. Sea f : X — Y una funcién arbitraria. Si F es un ultrafiltro en X, entonces f(F) es un
ultrafiltro en Y.
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Demostracién. Sea B C Y; entonces f~ (B) y f~! (Y — B) son subconjuntos mutuamente complemen-
tarios de X, donde F es un ultrafiltro. Luego

f'BeF ¢ fYY-BeF
Por (a) del ejercicio 7,
f'(Bye F=Be f(F)
'Y -B)e F= (Y -B)e f(F)
Por lo tanto f (F) es un ultrafiltro en Y.@

Julio 29 de 1987.

En la prueba del siguiente teorema haremos uso de un resultado algebraico, equivalente al axioma de
eleccion, conocido como lema de Zorn.
TEOREMA. Todo filtro esta contenido en un ultrafiltro.
Demostracion. Sean, F cualquier filtro en X, M la coleccién de filtros en X que contienen a F y < un
orden en M definido como sigue:
F<FheF Ch

Es claro que < es una relacién reflexiva, transitiva y antisimétrica. Sea C cualquier cadena en M'* y sea
F' = UC; entonces F' € M, puesto que, obviamente, F C F'. Veamos que F' es un filtro.

(i)Sean Fy,F> € F'; entonces existen Fp,F2 € C tales que Fy; € Fy, F» € Fs. Pero al ser C una cadena
tenemos que F; < Fo 6 Fo < Fi; por lo tanto,

Fi,Fb e FL 6 F,Fy € Fo; -.Fi1NFy cF'

(i7) Sean Fy, F5 C X y supongamos que Fy € F' y que F; C F»; entonces existe F; € C tal que Fy € Fi;
entonces Fy € Fy; por lo tanto, Fy € F'.
En consecuencia, F' € M; y como
FI<F \NF ecC

entonces F' es cota superior de C. Por el lema de Zorn, existe un elemento miximo G € M, es decir, G
es tal que si § < F; entonces G = F1; en otras palabras, no hay en X un filtro mas fino que F que sea
estrictamente mas fino que G. Por lo tanto, G es ultrafiltro.q

Ejercicio: 8. a) Sea D un conjunto dirigido arbitrario; probar que

{Rd:dED}

es una base de filtro en D.
b) Sea F un filtro arbitrario en X; si

D={(z,F):z€ FeF}

y
(2, F) < (z',F'Y& F'CF

probar que D es un conjunto dirigido.
Definiciones. (a) Sea ¢ : D — X una red arbitraria; llamaremos filtro generado por la red ¢ al filtro
F, que tiene por base a
{¢(Rq4) :d € D}
(b) Sea F cualquier filtro en X y sea
D={(z,F):z€ FeF}
con el orden que le definimos en el ejercicio anterior. Llamaremos red basada en F a la red
D B X
(z,F) —» =z

e CCMyVR,Fo€C,Fi<Frb6Fo<Fi
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Julio 31 de 1987.

TEOREMA. Sea (X, 7) cualquier espacio topoldégico no vacio y x € X; entonces:

(a) p 2z F, >z

) Foxepr—oa

Demostracién. (a) (=) Por hipétesis, ¢! (U) es residual en D, YU € A,; por lo tanto, existe d € D tal
que Ry C ot (U); . ¢(Ra) C U. Pero ¢ (Ry) es un elemento de la base del filtro que genera a F,; por
consiguiente U € F,,. Por lo tanto, Ny C F,; ... Fp, — .

(<) Sea U € N,; entonces U € F,,, y como todo elemento de un filtro contiene un miembro de la base
que lo genera, entonces existe d € D tal que ¢ (Ry) € U; luego, Ry C o= (U); ... o1 (U) es residual en D;
L >

(b) (=) Sea U € N,; entonces U € F y

(z,U)e D ={(z,F):x € FeF}

Consideremos el residual R, ) en D y sea (y, F') € R, 1); entonces (z,U) < (y, F), i.e. F C U. Luego,
or(y, F)=yeU;. . Reu) C cp;_-l U); .. go;l (U) es residual en D; . o — z.
(<) Sea U € N,; entonces ¢z (U) es residual en D; por lo tanto, existe (y, F) € D tal que

Ry C oy (U)
Sea z € F'; entonces (y, ) < (2, F) (para < los primeros miembros no importan); .". (2, F) € R, r);
pr(z,F)=2z€ U,

LFCU;, " UeF, " N, CF; . F = 2.0

Ejercicio: 9. Sean, (X, 7) un espacio topolégico no vacio, ¢ una red en X, F un filtroen X y z € X.
Probar que

a) x es punto de aglomeracién de ¢ si, y sélo si, 2 es punto de aglomeracién de F,

b) x es punto de aglomeracién de F si, y sélo si, z es punto de aglomeracién de px

TEOREMA. Sea X un espacio topoldgico no vacio arbitrario. Son equivalentes:

(a) X es compacto.

(b) Toda red tiene un punto de aglomeracién.

(¢) Toda ultrarred converge.

(d) Todo ultrafiltro converge.

(e) Todo filtro tiene un punto de aglomeracién.

En la demostracién de este teorema haremos uso de alguno de los incisos del siguiente

Ejercicio 10. Sea X un espacio topoldgico no vacio. Probar que

a) si ¢ es una red arbitraria en X, entonces

¢ es ultrarred < F, es ultrafiltro
b) si F es un filtro en X, entonces

F es ultrafiltro & ¢r es ultrarred
Demostracidn. Se sabe que (a) y (b) son equivalentes y que (b) implica (¢)*®.

(¢) = (d) Sea F cualquier ultrafiltro en X. Por (b) del ejercicio, @ es ultrarred; por (¢), px converge.
Por el teorema anterior, F converge.

(d) = (e) Sea F un filtro arbitrario en X; se sabe que todo filtro estd contenido en un ultrafiltro. Por
lo tanto, F C G que es ultrafiltro en X; por (d), G — = p.a. x € X. También se sabe que z es punto de
aglomeracién de F si, y sélo si, existe un filtro mds fino que F que converge a z. Luego, = es punto de
aglomeracién de F.

15 Julio 3 de 1987.
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(e) = (b) Sea ¢ una red arbitraria; por (e), F, tiene al menos un punto de aglomeracién z € X; por (a)
del ejercicio 9, = es punto de aglomeracion de ¢.q

TEOREMA DE TYCHONOFF Sea (X)), una familia de espacios topoldgicos no vacios. Si X = [[ Xj,
A€A

entonces X es compacto <& X es compacto,VA € A.

Prueba. (=) P\ : X — X es continua y suprayectiva; .. X es compacto.

(<) Sea F cualquier ultrafiliro en X; entonces Py (F) es un ultrafiltro en X, que es compacto por
hip6tesis. Por (d) del teorema, Py (F)converge, digamos a x)x € Xx, VA € A. Sea (A, f) € X tal que
f(A) = zx. Entonces F — (A, f) y, por (d) del teorema, X es compacto.

Este teorema es uno de los mas importantes de este curso. La demostracién original que de él dio Tychonoff
abarca més de 80 cuartillas. Con la teoria de convergencia que hemos desarrollado, la demostracién no excede
los cinco renglones. Se habra observado que el lema de Zorn ha servido de apoyo para probar el teorema de
Tychonoff; puede decirse, por tanto, que el lema de Zorn implica el teorema de Tychonoff. Se puede probar
que, a su vez, el teorema de Tychonoff implica el lema de Zorn y por tanto, que son equivalentes. De aqui
que algunas veces se diga que el teorema de Tychonoff es equivalente al axioma de eleccién.

Continuaremos la vez préxima.

Lunes 3 de agosto de 1987.

Definicién. Un espacio topoldgico X es regular si para todo subconjunto cerrado A de X y todo punto
x € X — A existen vecindades abiertas y ajenas de x y de A, respectivamente.

Ejemoplos: 1. Todo espacio indiscreto es regular.

2. Todo espacio discreto es regular.

3. Si (X, ) es regular y T} entonces es Ts. En efecto, sean 1,22 € X, 21 # 2. Como X es Ty, {z2} es
cerrado en X, que también es regular;

AUV eErsx €Uz, eVyUNV =g

Por lo tanto, Xes T5.
Definicién. Un espacio es Tg si es regular y T7.
Ejemplo de un espacio T» que no es T3: Sea (R, 7) la recta real con la topologia usual. Consideremos el

conjunto
B=R- {l :TLEN}
n

Sea 7' la extensién simple de 7 correspondiente a B, i.e.

T ={Uu(VnB):UV et}

B e 7'; por lo tanto, R — B = {1 : n € N} es cerrado en (R,7'), lo que no ocurre en (R, 7). Luego, 7 C 7';
- (R,7") € T»'S. Para mostrar que (R,7') no es T3 veremos que 0 y el cerrado {1 :n € N} no pueden
separarse conforme a la regularidad. Sabemos que para todo abierto usual U de R que contenga 0 se tiene

Uﬂ{%:neN};A@

Por consiguiente, para que {0} y {% 'n € N} pudieran separarse en (R, 7'), la vecindad abierta del cero tiene
que ser de las nuevas vecindades introducidas por 7', es decir, de la forma V' N B. Supongamos pues que

0eVnNB,paVer

Entonces existe ng € N tal que nLO € V. Sea

W:U1U(V1HB)€TI.3.{%:TLEN}gW

16(Nota del autor): En general, si X es T» y aumenta su topologia a otra mds fina, el espacio obtenido también es
T>.
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Entonces nio € U, (porque nio EWy nio ¢ (VinB); [ni0 no puede ser elemento de (V; N B) porque no

pertenece a BJ.); luego,

1
—eUiNnVCw
no

Sea (a,b) un segmento de recta no vacio tal que

(a,b)—{i} CUNVNB;

o

Entonces (VN B)NW # &, y no hay otro caso, pues una vecindad W del tipo V; N B no puede contener a
R — B. Por lo tanto, (R,7") es T» pero no es T5.a

Agosto 7 de 1987.

TEOREMA. Sea X un espacio topoldgico arbitrario. Son equivalentes:
a) X es regular.

b)Vz € X,YU € N3V € N,.5.V CU.

c¢) Cada punto de X posee una base local de vecindades cerradas.

Demostracion. (a) = (b) Sean, z € X y U € N,, arbitrarios; entonces ¢ €U/. Sea A = X — U/; entonces A
es cerradoen X y « ¢ A. Por (a) existen vecindades abiertas y ajenas V' y W de x y de A, respectivamente.
Al ser ajenas,

VCX-WCX—A=[;
como ademés W es abierto,
VCX-W; . VCuCcu

(b) = (c) Sea z cualquier punto de X y U cualquier vecindad de z. Por (b), existe V € N, tal que
V C U. Como esto ocurre con cada vecindad de x, puede afirmarse que x posee una base local de vecindades
cerradas.

(c) = (a) Sean, A un cerradoen X y 2 € X — A. Entonces X — A € N,; por (c), existe W € N, cerrada,

W CX—A. SealU —W yV =X—-W;entoncesU € N2,V € N yUNV = @. Por lo tanto, X es regular.a
Definiciones. Un espacio topolégico X es completamente regular si para todo subconjunto cerrado A
de X y todo punto z € X — A existe una funcién continua f : X — [0,1] = I tal que

fle)=0 vy [f(4)c{l}

(Cuando A # @ ocurre la igualdad f(A) = {1}). Cuando X es completamente regular y es T; se dice que
X es un espacio de Tychonoff.

Ejemplos: 1. Todo espacio indiscreto es completamente regular. En efecto, sizx € X y A C X — {z} es
cerrado, entonces A = &. Sea f : X — I la constante de valor cero; entonces f es continua, f(z) =0y
f(A) C {1} porque f(A) = @. Por lo tanto, X es completamente regular.

2. Todo espacio completamente regular es regular.

Efectivamente, si X es completamente regular, A cerradoen X y z € X — A, entonces existe f : X — [
tal que f(x) =0y f(A) C {1}. Sean

UpeNy yUL €N?

Por la continuidad de f, f~1 (Uy) y f~! (U;) son abiertos que contienen a z y a A, respectivamente; y son
ajenos si Uy y U; se escogen ajenos. Por lo tanto, X es regular.q

Agosto 10 de 1987.

TEOREMA. Todo espacio de Tychonoff puede sumergirse en un espacio compacto de Hausdorff.
Demostracion. Sea X un espacio de Tychonoff arbitrario. Consideremos la fuente de funciones continuas

F=(f:X—>1I)
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Para ver que se trata de una fuente inicial recordemos que, con relacién a una fuente F, la topologia inicial
para X es la mis pequefia de las topologias que dan continuidad a todos los miembros de F '7. Como aqui
cada f. es una funcién continua, la topologia de X debe contener a la inicial. Pero también reciprocamente;
veamos por qué: Sea U cualquier abierto en X y sea z cualquier punto en U; entonces z ¢ X — U, que es
cerrado en X. Por ser X de Tychonoff existe ¢ € C tal que

fc('r):O y fc(X_U)g{]-}
Sea 0 < € < 1; entonces [0,¢) es abierto en I, y tenemos
reUNf10,¢)

que, debido a la continuidad de f., es abierto en X. Como este razonamiento vale sea cual sea el punto x
escogido en U y como U también es arbitrario, entonces podemos asegurar que todo abierto en X es unién
de abiertos subbasicos de la topologia inicial. Por lo tanto, la topologia de X estd contenida en la topologia
inicial.
Consideremos, por otro lado, el espacio I #C =]] I con la topologia de Tychonoff; por la propiedad
cel

universal del producto topoldgico que posee la familia de proyecciones (PC cT#C 5 T )C existe una tnica

funcién continua i : X — I#C tal que para toda c € 0

1
fe e !\Pc
X A 1#t
Por otra parte, al ser X de Tychonoff, es regular y 71, es decir, es T3; por lo tanto, es T5. De aqui y de la
inicialidad de F podemos inferir que F es monofuente. En efecto, sean x1, 29 € X, 21 # x2, y supongamos

que

fe(z1) = fo(z2),Ve el

Debido a la inicialidad de F,
v = {f{l (U.) : U, es abierto en I}

es subbase de la topologia de X. En consecuencia, existen intrsecciones finitas de elementos de « '® tales que
noo_ Aoy
T1 Ejgl fe; Ug) v 2 Ejgl fe; (Ve;)
Ademis

05w n | A g5 2] 2@

porque
ij (wl) e UCjavj E {1,2,...,”}

pero fe, (x1) = fe; (x2) y por lo tanto
n
—1
T2 Eng ij (UC]') .

Como este razonamiento es valido cualesquiera que sean los abiertos basicos que contengan a x; y a 2, tiene
lugar una contradiccién con el hecho de que X sea de Hausdorff. Luego, falso suponer

fe(z1) = fe(z2),Ve el

Por lo tanto, F es monofuente.

17Véase el inciso (d) del teorema de la clase del 13 de diciembre de 1985.
'8abiertos bésicos de X
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Finalmente, es facil ver que la inicialidad e inyectividad de F hacen que la inicialidad e inyectividad de
i sean obligadas, lo cual significa que i es una inmersion de X en el cubo'® I #C que es compacto (por el
teorema de Tychonoff) y de Hausdorff (pues ser T> es una propiedad productiva).a

Observacion: Porque X es de Hausdorff es que se puede afirmar que la inicialidad de i implica su inyec-
tividad. Aqui es donde aparece la totalidad de la hipotesis.

El reciproco también es valido, a saber: Todo subespacio de un compacto de Hausdorff es de Tychonoff.?0

Para demostrarlo nos valdremos de otros resultados que iremos introduciendo a continuacién. Uno de
ellos, muy importante, se debe a un matematico soviético de apellido Urysohn. Involucra el concepto de
normalidad al que ya aludimos en otra ocasién y que precisaremos ahora.

Definicién. Un espacio topoldgico X es normal si para cualquier par de subconjuntos cerrados y ajenos
de X existen sendas vecindades abiertas y ajenas.

El resultado, cuya demostracién dejaremos para otro dia, es el siguiente.

LEMA DE URYSOHN. Si X es normal, entonces para cada par de cerrados ajenos A y B de X existe una
funcién continua f: X — I tal que f(A) C {0}y f(B) C {1}. qp=

Agosto 12 de 1987.

Yo tenemos una prueba del siguiente resultado®; conviene tener presente su enunciado formal por la
importancia que tendrd en lo que sigue.

TEOREMA. Todo espacio compacto de Hausdorff es normal.q

Un resultado similar tiene lugar para espacios métricos (aungue no sean compactos).

TEOREMA. Todo espacio métrico es normal.

Demostracion. Sea (M, d) cualquier espacio métrico y sean A y B dos cerrados ajenos de M. Sin perder
generalidad podemos suponer que ninguno es vacio. Entonces, para toda a € A, d(a, B) > 0 porque a ¢ B =
B; andlogamente, d (b, A) > 0,Vb € B. Definimos:

1 1
VaEA,ra:§d(a,B) y VbEB,rbzﬁd(b,A)

Consideremos
{D,.(@):a€A} y {D,(b):be B}
y sean
v =aea D (a) vV =8 D, (5)
Entonces

UeN; v VeNg
y si hubiese un z € U NV, entonces existirian a € A y b € B tales que

z € D, (a) N D,, (b)

y tendriamos

d(a,b) <d(a,z)+d(z,b) <re+r,==[d(a,B)+d(b,A)] <max{d(a,B),d(b,A)}

1
2
lo que es falso. Por lo tanto, U NV = &; por lo tanto, (M,d) es normal.q

Otros ejemplos de espacios normales son los espacios indiscretos, pues si X es indiscreto y A y B son
cerrados y ajenos en X, entonces uno es vacio; por lo tanto, X y & son vecindades abiertas y ajenas que los
separan. Esto muestra que hay espacios normales que ni siquiera son Tj.

Definicién. Un espacio topoldgico es T4 si es normal y T7.

"“Cubo de Hilbert.

200 sea que los espacios de Tychonoff son precisamente subespacios de espacios compactos de Hausdorff.

5V éase el corolario del viernes 29 de mayo. (En la clase de este 12 de agosto, el Doctor dio una demostracién que
aqui omito por ser exactamente andloga a la del teorema del cual se extrajo el corolario.)
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Claramente todo espacio T4 es 15, pues al ser T cada par de puntos distintos son cerrados ajenos y, por
la normalidad, existen vecindades abiertas y ajenas que los separan.

También es cierto que todo espacio Ty es de Tychonoff porque si X es Ty es T, y si A es cerrado en X y
x € X — A, entonces A y {z} son dos cerrados ajenos en un espacio normal; por el lema de Urisohn existe
una funcién continua f : X — I tal que f(z) =0y f(A) C {1}. O sea que X es completamente regular y,
por lo tanto, es de Tychonoff.

Se ha probado también que todo espacio completamente regular es regular y, en consecuencia, que todo
espacio de Tychonoff es T3. Se pueden mostrar ejemplos de espacios T35 que no son de Tychonoff, asi como
espacios de Tychonoff que no son Ty. En otras palabras, los espacios de Tychonoff son intermedios entre los
T5 y los Ty. Cuando Tychonoff hizo notar la importancia de estos espacios que ahora llevan su nombre ya se
habia convenido en llamar Ty a los espacios 7} normales, y ocuparon éstos el lugar que segin la contencién
corresponde a aquéllos; no habiendo otro entero entre 3 y 4, se convino en llamar T35 a los espacios de
Tychonoff. Al ser asi, tenemos

Ty CTz35CTsCT, CTy CTy

Agosto 14 de 1987.

Séptima tanda de ejercicios: 1. Probar que ser T3 5 es una propiedad hereditaria.

2. Probar que ser normal es una propiedad débilmente hereditaria.

Ya estamos en condiciones de probar el reciproco del teorema visto en la clase del dia 10.

TEOREMA. Todo subespacio de un compacto de Hausdorff es de Tychonoff.

Demostracion. Ya sabemos que todo espacio compacto y de Hausdorff es normal; luego, es Ty (pues
siendo de Hausdorff es T}) y, por tanto, T35, lo cual, segin el ejercicio 1, es una propiedad hereditaria. En
consecuencia, cualquier subespacio de un compacto de Hausdorff es T3 5, que es lo que se queria demostrar.q

10.3 Compacidad Local

Definicién. Un espacio topoldgico es localmente compacto si cada uno de sus puntos posee una base
local de vecindades compactas.

Ejemplos: 1. Todo espacio indiscreto es localmente compacto pues si X es indiscreto es compacto y es la
tnica vecindad de cada uno de sus puntos.

2. Todo espacio discreto es localmente compacto porque para cada z € X, {«} es una vecindad compacta
de = y, obviamente, {z} C U, para cualquier U € N,.

El siguiente ejemplo, de gran interés en andlisis, es el que dio origen al concepto de compacidad local.

3. Todo espacio euclidiano es localmente compacto. En efecto, se sabe?® que para todo = € X,

{D; @) ken}

es una base local en z, y cada uno de sus miembros es compacto porque es cerrado y acotado.

4. Todo espacio compacto y de Hausdorff es localmente compacto.

En efecto, sabemos que todo compacto de Hausdorff es Ty; por consiguiente es T3 y, particularmente,
regular, lo cual significa que cada punto posee una base local de vecindades cerradas; siendo cerradas en un
compacto, estas vecindades son compactas y debido a ello el espacio resulta localmente compacto.a

TeEOREMA. Un espacio de Hausdorff es localmente compacto si, y sélo si, todo punto posee una vecindad
compacta.

Agosto 19 de 1987.

Demostracion. (=) Inmediato.

(<) Sea x € X y sea U la vecindad compacta que por hipétesis posee. Entonces, como subespacio, U es
compacto y de Hausdorff; por el ejemplo anterior, U es localmente compacto. Por consiguiente, z posee una
base local B,y de vecindades compactas relativas a U. Sea V' € B, i; entonces existe un abierto absoluto

26 Ejercicio 8 de la primera tanda.
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Wtalquex e UNW CV; . W € N,y como U € N, entonces UNW € Ny; ..V € Ny, o sea que todo
miembro de B, 7 es una vecindad absoluta de z. Por lo tanto, B, i es una base local absoluta de vecindades
compactas de z, y como x es cualquier punto, resulta que X es localmente compacto.a

Mas ejemplos: 5. Q y R — Q no son localmente compactos.

Sea r € Q. Cualquier vecindad de r en Q es de la forma U N Q, donde U es una vecindad de r en R;
entonces existen a,b € R, a < r < b, tales que [a,b] C U. Si U N Q fuese compacto, también [a,b] N Q serfa
compacto y, en particular, cerrado en R, lo que es falso. Por lo tanto, ninguna vecindad de elementos de Q
puede ser compacta; pero ademdas Q es 7. Entonces, del teorema anterior se sigue que QQ no es localmente
compacto. En forma similar se prueba que R — Q tampoco es localmente compacto.a

Definicién. Sea X un espacio de Hausdorff no vacio. Se dice que X es una variedad topolégica de
dimensidén n si para cada ¢ € X existen, una vecindad abierta U de z y un homeomorfismo

¢:U—D,(y) CR®, conr >0

tal que ¢ (z) = y.

6. Toda variedad topoldgica es un espacio localmente compacto.

Sean, X es una variedad topoldgica, z € X, U € N2, ¢ : U — D, (y) el homeomorfismo tal que ¢ (z) =y
y consideremos el homeomorfismo inverso ¢~—!. Entonces

D:(y)Co(U) y Ds(y)CDs(y)

Por lo tanto

6 (D) CU vy 67 [Dyw)] o7 Dy )]

[Nk

Como D: (y) es compacto y ¢~' es continua (y abierta), entonces ¢~ [Dg (y)] es un compacto en X
que contiene al abierto ¢! [Dg (y)] (abierto en U, que es abierto absoluto) que contiene a z, es decir,

ot [D% (y)] es una vecindad compacta de x. Por lo tanto, en una variedad topoldgica todo punto posee

una vecindad compacta; como ademas la variedad es, por definicién, un espacio de Hausdorff, entonces del
teorema anterior se concluye que toda variedad es un espacio localmente compacto.a

Ejercicios: 3. Sea X un espacio de Hausdorff; si A y B son dos subespacios localmente compactos y
AN B # @, probar que AN B es localmente compacto.

4. Sea X cualquier espacio Ty localmente compacto; probar que:

(a) Todo subconjunto abierto no vacio de X es localmente compacto.

(b) Todo subconjunto cerrado no vacio de X es localmente compacto.

(c) La interseccién de un abierto con un cerrado es localmente compacta si no es vacia.

Agosto 24 de 1987.

Ejercicio 5. Sea X un conjunto no vacio arbitrario. Para cualquier A C X, sea 74 la topologia para X
formada por @ y por todo subconjunto de X que contiene a A. {Es (X, 74) localmente compacto? Justifique
su respuesta.

Proposicién. Sea f : X — Y cualquier funcién continua, suprayectiva y abierta. Si X es localmente
compacto, entonces Y también lo es.

Demostracion. Sea y € Y; entonces existe z € X tal que f (z) =y. Sea V € Ny, entonces f~ (V) € Ny;
como X es localmente compacto, existe una vecindad compacta de x, digamos W, tal que W C f~* (V); por
ser vecindad, existe un abierto U de X tal que z € U C W. Pero f es abierta; luego f (U) es un abierto en
Y tal que

ye fU)CfW)

Por lo tanto, f (W) es una vecindad de y; compacta (porque f es continua) y contenida en V. Esto prueba
que Y es localmente compacto.a
TEOREMA. Sea (X)), cualquier familia no vacia de espacios topoldgicos; son equivalentes:

(a) X =] X\ es localmente compacto.
AEA
(b) Cada X, es localmente compacto y todos los miembros de (Xy),, salvo un nimero finito, son com-

pactos.
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Demostracion. (a) = (b) Cada A-proyeccién Py : X — X, es una funcién continua, suprayectiva y abierta;
luego, por (a) y por la proposicién anterior, cada X es localmente compacto.

Por otra parte, sea (A, f) =z € X; por (a), x posee una vecindad U que es compacta. Por lo tanto existe
una vecindad basica de x contenida en U; como sabemos, las vecindades bésicas en la topologia de Tychonoff
tienen la forma

P (Uy) NN P (Uy,), con Uy, € N7y,

y como
PN (UN) =Unx [ Xa, Vi€ {l,...,n}
A#EN;
entonces
Py [P (UN)] = X, siA# N

Por consiguiente tenemos

.f\llP)\:l(U,\i):U)‘lX---XU)‘nX H X)‘QU;
= AFEAL, A

luego, si A # A1, .oy Ap,
Xy=P A P O] € B )

es decir, X = P (U) que no puede ser sino compacto. Por lo tanto, X es compacto si A # Aq, ..., Ap.

(b) = (a) Primero veamos que todo producto topolégico de espacios localmente compactos en nimero
finito es localmente compacto. En efecto, si X7, ..., X, son espacios localmente compactos y X = X x---x X,
sea ¢ = (z1,...,2,) € X. Se sabe que si para cada i se tiene una base local (U;)jeh en x;, entonces

(U xx UL},
es una base local en z. De ese modo, si para cada z; tomamos la base local de compactos que por hipétesis
tiene, entonces el teorema de Tychonoff nos garantiza que también la base local en z estard formada por
compactos. Esto prueba que en este caso todo punto del producto posee una base local de vecindades
compactas.

Ahora supongamos que la familia (Xy), es arbitraria. Sea « = (A, f) € X; una base local en z es de la
forma

B= Uj)f ><---><U]->;’“>< H X | (U]f\ii). es base local en f (\;)
AEA o Ak ji€Ji

Por (b), existen Ay, ..., A\, € A tales que, si A # Ay, ..., A, entonces X es compacto; ademds, es claro que
siempre que un miembro de B tiene uno é més factores que no son compactos es posible sustituirlos por
factores que sf lo son, pues, por (b), cada coordenada de = (y particularmente todas las de la forma f (\;))
posee una base local de vecindades compactas. De aqui, y del teorema de Tychonoff, que = posea una base
local de vecindades compactas. Por lo tanto, X es localmente compacto.a

El miércoles tengo un compromiso y no podré venir. Si no tienen inconveniente, continuaremos el jueves.?”

10.4 Compactacién de espacios topologicos

Agosto 27 de 1987.

Definicién. Sea X un espacio topoldgico arbitrario. Una compactacién de X es una pareja (K, h),
donde K es compacto y h: X — K es una inmersién cuya imagen h (X) es densa en K. Si K —h (X) es un
punto, se dice que (K, h) es una compactacién de X agregando un punto.

2"Nadie dijo no.
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Ejemplos de compactaciones agregando un punto: 1. En R con la topologia usual consideremos el espacio
[0,1) con la topologia inducida y la inclusién

L2 10,1) — [0,1]

Entonces ([0,1],¢) es una compactacién de [0,1) agregando el punto 1, ya que [0, 1] es compacto, ¢ es una
inmersién (es continua e inyectiva y 7 | [0,1) es inicial respecto a ¢ y a 7 | [0,1]) y su imagen ¢ ([0, 1)) es
densa en [0, 1].

2.Sea h: R — S' — {(0,1)} la funcién que asocia a cada real = el punto de interseccién de la recta que
pasa por z y por (0,1) con S, es decir, si £ es la recta

(1-1%)(0,1) +¢(x,0)

entonces
hz)=¢nS"

2
h(z) = ( 223: ,a:Q 1>
?2+1"z2+1
Los cuatro argumentos que siguen mostrardn que h es un homeomorfismo.
12 Si x; y z» son puntos distintos en R, entonces las rectas que los unen al polo (0,1) de S'son rectas
distintas; en consecuencia, también son distintos los puntos h (z1) y h (x2) de dichas rectas porque el tnico
punto en comin de éstas es el (0,1) (y ni h (z1) ni h (z2) son este punto)?®. Esto significa que h es inyectiva.

2 Si y es un elemento arbitrario en S* — {(0,1)}, entonces la recta £ que une a y con (0, 1) no es paralela
al eje X y, por tanto, lo corta en un punto dnico; i.e.

o en forma vectorial

Az eRs.h(z)=y

lo que significa que h es suprayectiva.
32 Es facil ver geométricamente que

Vo € RYU € N}, 13V € NS 5. (V) CU

por lo tanto, h es continua.

4° Sea (a,b) C R, con a < b; entonces h (a,b) es la interseccién de S* — {(0,1)} con el cono abierto de
vértice en (0,1) determinado por (a,b). Por lo tanto, h (a,b) es un abierto en S* — {(0,1)}; por lo tanto, h
es abierta.

Por otro lado, se sabe que si f : (X,7) — (Y,0) es continua y f |E§7)T())’o‘f(X))
entonces 7 es la topologia inicial correspondiente a f y o; como ademdas de esto, en nuestro caso h es
inyectiva, entonces

es un homeomorfismo,

h:R— S!

es una inmersién topolégica. Y como h (R) = S*—{(0,1)} es denso en S' y S! es compacto, entonces (S*, h)
es una compactacién de R agregando el punto (0, 1).
3. Generalizando la idea anterior, supongamos que n > 1 y definamos

h:R* = S™ —{(0,...,0,1)} c R**!
en forma similar a como lo hicimos antes, es decir, a cada
x = (21,Z3,...,2,) € R"
le asociaremos el punto de interseccién de la n-esfera con la recta £ C R**! que une a

r = (x1,2s,...,Tp,0) € R¥T!

% Ese caso queda excluido al sentar la ecuacién que define a h.
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con el polo norte de S™. En forma paramétrica £ puede describirse como
{(tz1,txs, ..., tzy, 1 —t) € R™' 1 t € R}
De entre estos vectores, £ N S™ es aquel cuyo pardmetro ¢t # 0 satisface la ecuacién de la n-esfera, i.e.
(tz1)” + (tz2)” + o+ (tz)* + (1= t)> =1

De aqui resulta
2

t= —o—
l]|” +1

2z, 2x9 2, |lz|)® -1
h(l‘): 2 ’ 2 3y P} ) D)
el + 1 flz]” + 1zl + 1 fJz]]” + 1

Una extensién de las observaciones anteriores puede mostrar que h es un homeomorfismo. Su inversa

Por lo tanto

R=': 8™ —{(0,..,0,1)} - R®
se llama proyeccion estereografica.

Agosto 28 de 1987.

10.4.1 EXISTENCIA DE COMPACTACIONES AGREGANDO UN PUNTO.

TEOREMA. Sea (X, 7) un espacio topoldgico cualquiera y sea
X" =XU{x}, donde x ¢ X

Entonces: (a)
" =7U{{+x}UU|U €1y X —U es compacto}

es una topologia para X* tal que (X*,7*) es compacto.
(b)yr™ | X =1
(c) X es denso en X* si, y s6lo si, X no es compacto.
(d) Si (X, 1) € Ts, entonces (X*,7*) € Ty si, y sblo si, (X, 7) es localmente compacto.
Demostracion. (a) Para empezar veamos que

™ —r={{xs}UU|U €1y X —U es compacto}
es cerrado bajo la formacién de uniones arbitrarias. Sea ¢ C 7* — 7; entonces

o={{x}uU;|U; €Ty X —U; es compacto},.;

SUo=U «*fUU;) ={x}U| U U;
0o=U ({+}UT) = {5} (J )
Pero X — 'UJ U; :nJ (X —U;) es un cerrado contenido en cada compacto X — U;. Luego, X — 'UJ U; es
1€ 1€ 1€
compacto; y como 'UJ U; € T, entonces Up € 7 — 7. Valiéndonos de esta observacién podemos ver que
1€

también 7* es cerrada bajo uniones cualesquiera. En efecto, sea ¢ C 7*; entonces o puede partirse en dos
conjuntos o1 y oz tales que o1 C 7y 02 C 7* — 7. En consecuencia tenemos

Uo = (Uo1) U (Uos)

con Uoy € Ty Uoy € 7 — 7. Por lo tanto, si 01 0 o3 fuesen vacios, Us € 7. Supongamos que ni o1ni oy son
vacios; sean U = Uoy y V = Uogs. Como V € 7* — 7, existe un abierto W en X, de complemento compacto,
tal que {x} UW = V. Entonces

Us=U0UV=UU{x}UW)={x}Uu(UUW)
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Pero X —(UUW) = (X —U)N (X — W) es un cerrado dentro del compacto X — W; luego, es compacto.
Por lo tanto, U UV € 7* — 7; por lo tanto, 7* es cerrada bajo la formacién de uniones arbitrarias.

También lo es bajo la formacién de intersecciones finitas. En efecto, si J es finito y ¢ = (U;); C 7%,
entonces podemos partir a J en dos conjuntos ajenos J; y Jo y tener

7,811 €.J
U; € ’ ot
T —T,811 € Jo

Sean o1 = (U;);, y 02 = (U;),,; entonces, para toda i € Jo existen abiertos W; en X, de complemento
compacto, tales que {*} UW; = U;. En consecuencia

s =0, Ui= 0, (o) = (0 1, W)

y como X — r} Wi :.L%] (X — ;) es una unién finita de compactos, también es un compacto. Por lo
i€J2 1€J2
tanto, Noy € 7 — 7. Por otra parte tenemos

No=nN U; = < N U,») N ( N U,») = (No1) N (Nay)
ieJ i€Jy i€J2
Si 0y = @, entonces Nop = X* y tenemos
No=X*N(No2)=Nos €7° — T

Si 0y # @, y hacemos U = Noy y V = No,, entonces existe un abierto W en X, de complemento vacio, tal
que {*} UW =V, y tenemos

Ne=UNV=UnN{xuW)=UnNWer

Por lo tanto, 7" es cerrada bajo la formacion de intersecciones finitas. Esto prueba que 7* es una topologia
para X*.

Ahora demostraremos que (X*,7*) es compacto. Sea A = (A)), una cubierta abierta arbitraria de X*;
entonces debe existir un abierto del tipo {x} UV en A. Por cubrir a X*, A cubre en particular a X — V', que
es compacto; por lo tanto, para X — V' existe un nimero finito de miembros de A

A17 A27 tery An
tales que X —V C 'Gl A;. En consecuencia
=

{41, As, .., A} U {{x} UV}

es una subcubierta finita de A que cubre a X*. Por lo tanto, X* es compacto.
(b) De acuerdo con la definicién de topologia relativa,

X ={WnX:Wer)

Claramente, 7 C 7* | X. Reciprocamente, sea WNX € 7* | X;si W € 7, entonces WNX € ;81 W € 7* — 1,
entonces existe V € 7 tal que W = {x} UV y tenemos

XNW=Xn{x}uV)=Ver

Por lo tanto, 7* | X = 7.
(c) La proposicién que asegura que

X es denso en X* < X no es compacto
es equivalente a la siguiente:

X es compacto en X* < X no es denso en X*
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Demostraremos esta proposicién.
(=) Si X es compacto, entonces & es un abierto en X que tiene complemento compacto; en consecuencia

{«}={x}uger—rCr"

Luego, {*} es una vecindad abierta de * sin puntos de X; por lo tanto, X no es denso en X*.
(<) Si X no es denso en X*, entonces

XCXCXU{x}

Por lo tanto, * ¢ X; luego o
X C(XU{x}) —{«}

es decir, X es cerrado en X* que, por (a), es compacto. Por lo tanto, X es compacto.

(d) Por hipétesis, (X, 1) € To.

(=) Supongamos que también (X*,7*) € Ty. Sea z € X; entonces = # * y existen vecindades abiertas y
ajenas U y V de z y #, respectivamente. En consecuencia, V contiene un abierto del tipo {*} U W, donde
W ety X —W es compacto. Luego

TeEUCX - VCX-W

Por lo tanto, X — W es una vecindad compacta de z. Por lo tanto, X es localmente compacto.

(<) Supongamos ahora la compacidad local para X. Por hipétesis, cualesquiera dos de sus puntos son
separables segun la condicién de Hausdorff. Por consiguiente, para demostrar que X™* € T, basta verificar
esta condicién para * y para cualquier x € X. Sea C una vecindad compacta de = en X; C es cerrada,
porque X es de Hausdorff. Por lo tanto

{xuX-C)eN? v Cn{xlu(X-0)=2
Asi concluye la demostracién del teorema.q

Agosto 31 de 1987.
29

Definicién. Cuando X no es compacto, la compactacién (X*,7*) se llama compactacién agregando
el punto al infinito.

Ejercicios: 6. Probar que todo espacio de Hausdorff localmente compacto es de Tychonoff. (Sugerencia:
Usar el inciso (d) del teorema anterior).

7. Sea X un espacio topoldgico que no es compacto. Si

B ={B C X : B es abierto y X — B es compacto}

probar que: (a) B es una base de filtro en X.
(b) Si F es el filtro en X* generado por B, entonces F — *.

Septiembre 2 de 1987.

TEOREMA. Sean X y Y espacios topolégicos tales que X no es compacto y Y no es vacio,ysea f: X = Y
una funcién continua arbitraria. Son equivalentes:

(a) f puede extenderse a X* de manera continua.

(b) El filtro G en Y generado por f (B) es convergente, donde B es la base de filtro del ejercicio anterior.

Demostracion. (a) = (b) Sea f* : X* — Y una extensién continua de f y sean, yo = f*(x) y V € Ny,.
Debido a la continuidad de f*, existe un abierto del tipo {*x} U U tal que

fr{xru)cv

29X XV ANIVERSARIO DE LA INDEPENDENCIA DE TRINIDAD Y TOBAGO.
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Pero U es abierto y X — U es compacto; .. U € B; .. f (U) € f (B); y como f (U) CV, entonces V € G. Pero
V es cualquier vecindad de yo; .. G — 0.
(b) = (a) Sea yo el punto al cual converge el filtro G y sea f*: X* — Y la funcién tal que

fF1X=f v )=y

f* es continua en X porque X € 7* y f* | X = f es continua; para asegurar que es continua en todo X* sélo
falta verificar que lo sea en x. Debido a la convergencia de G, N, C G; por lo tanto, dada V € N, existe
B € B tal que f(B) CV. Con esta B formemos el abierto U = {*} U B; entonces

PO =1 {xHuf (B)={p}uf(B)CV

Esto prueba que f* es continua en * y, por lo tanto, es continua.q

COROLARIO. Si (X, 7) no es compacto, entonces la compactacién (X*,7*) es tal que 7* es la topologia
méas grande de todas las topologias de las compactaciones de X agregando un punto.

Demostracion. Sea (X*, 7%) cualquier compactacién de X agregando un punto x. Definamos f* : X* — X*
como la funcién tal que

ffIX=1x vy [f(x)=x
Sea Ve N2 ysealU =V NX;entonces U € 7y X — U es compacto (porque coincide con X* — V). Por lo
tanto, U € B;y como U = 1x (U) C V, entonces V' € G. Luego
g— %

En consecuencia, por (b) del teorema anterior, f* es continua. En particular es continua f* | X = 1x;
* *
LT C 1 @

10.4.2 COMPACTACION DE STONE-CECH
Septiembre 4 de 1987.

Definicién. Sea X un espacio de Tychonoff. Si Cx es el conjunto de las funciones continuas de X en
I =10,1], se sabe que la unica funcién
ix : X — [#0x
tal que
I
A o REr
X 24 1#t

es una inmersién. Ahora sea 3 (X) = ix (X); entonces
ix |7 X = B(X)
se llama compactacién de Stone-Cech.
Septiembre 7 de 1987.

Ejercicio: 8. Sea X cualquier espacio de Tychonoff. Si (K, h) es una compactacién de X en la que K € T
y para toda funcién continua h' : X — K', con K' compacto y T3, existe una tnica extensién continua de
h' a K, probar que existe un homeomorfismo A : 3 (X) — K tal que conmuta el siguiente diagrama:

K
h /\ y\)\
inﬁ(X)

B(X)
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10.5 K-espacios (generalizacién de los espacios localmente compactos)

Definiciones. a) Un sumidero de funciones (sumidero en Set) es una pareja ((f;) ;, X) en la que X es
un conjunto arbitrario y (f;); una clase arbitraria de funciones f; : X; = X. En tal caso, X es el codominio
del sumidero y la clase (X;); es el dominio del sumidero.

b) Si S = ((fi);,X) es un sumidero cuyo dominio es una familia (X;, 7;) ; de espacios topoldgicos, entonces
la topologia final®® para X correspondiente a (7;); y a (fi); es

r={UCX:f'(U)emnVieJ}

En tal caso se dice que el sumidero S es final.
¢) Un sumidero de funciones continuas (sumidero en Top) es una pareja ((f;);, (X, 7)) en la que
(X, 7) es un espacio topoldgico y (f;); una clase arbitraria de funciones continuas f; : (X;, ) = (X, 7).

Proposicién. Sea S = ((Xi, Ti) Eid (X, T))J cualquier sumidero de funciones continuas; son equivalentes:

(a) S es final.

(b) T es la topologia més grande para X segin la cual cada f; es continua.

(¢) Sig: (X,7) = (Y,0) es cualquier funcién tal que gf; : (X;,7;) = (Y, 0) es continua para toda i € J,
entonces g es continua.

Demostracion. (a) = (b) Sea 7' una topologia para X con la que resulten continuas las funciones f;;
entonces

Uer = ftU)en,Viel

Por (a), U’ € 7; por lo tanto, 7' C 7.

(b) = (a) Hay que probar que

={UCX:f ' (U)enViel}
C) Sea U € 7; como cada f; es continua segin 7, tenemos

YUy en,vieJ

K3

LTC{UCX: f;'(U)emn,Vie T}

D) Reciprocamente; sabemos que
{UCX: 7" (U)en,Vie ]}

es una topologia para X segun la cual cada f; es continua, y que, por (b), 7 es la mas grande con la que se
consigue esto. Luego
{vcXx:ff'(U)en,VieJ}Cr

Por lo tanto, el sumidero S es final.
(@) = (¢) Sea g : (X,7) = (Y,0) cualquier funcién tal que gf; : (X;,7) = (Y,0) es continua, para toda
¢ € J. Entonces
Veo=(gf) " (V)=f" (97" (V) emnVie]

(2

Por (a), g~ (V) € 7; por lo tanto, g es continua.
(c) = (b) Sea 7" una topologia para X con la que resulten continuas las funciones f;. Entonces, cuando
compongamos la identidad
1x : (X,7) = (X,7)

con f; obtendremos en cada caso una funcién continua
Ix fi = fi: (Xi,m) = (X, 1)

Por (¢), 1x también es continua; por lo tanto, 7" C 7, que es a lo que se queria llegar.a

30También llamada fuerte.
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Definicién. Un K-espacio (X, 7) es un espacio topoldgico en el cual el sumidero de las inclusiones de
subconjuntos compactos de X es un sumidero final.

Ejercicio: 9. Probar (separadamente) que (X, 7) es un K-espacio en cualquiera de los casos siguientes:

a) Cuando (X, ) es compacto.

b) Cuando (X, 7) es localmente compacto.

Proposicién. Sea (X, 7) cualquier espacio T5; son equivalentes:

(a) (X,7) es un K-espacio.

(b) A C X es cerrado en X si, y sélo si, la interseccién de A con cualquier compacto de X es cerrada en
X.

Demostracion. (a) = (b) (=) Como X es Ts, ANC es cerrado, para todo compacto C C X.

(<) Sea (C;); la familia de subconjuntos compactos de X; por (a), es final el sumidero

S={u:(Ci1|Cs) = (X,1)},
Supongamos que A C X es tal que AN C; es cerrado,Vi € J. Sea U = X — A; entonces

L»fl(U):Uﬁcizci—A:Ci—(CiﬁA)ET|C¢,V’L.EJ

(3

Pero, por (a), esto ocurre ssi U € 7. Por lo tanto, A es cerrado.
(b) = (a) Sea
S={u:(C;1|C;) = (X,1)},

Hay que probar que
Uere ' (U)er|C,Vie

(=) Cada inclusién es continua, luego
Uer= " (U)er|C,VieJ

(«<) Sea U C X tal que ¢; ' (U) € 7| O}, para toda i € J, i.e. UNC; € 7| C;,Vi € J; En consecuencia, es
cerrado en cada compacto C; el conjunto

C,—(UNCy) =CinN (X ~U)

Por (b), X — U es cerrado. Por lo tanto, X € 7.q
Ejercicio: 10. Sea (X, 7) cualquier espacio topolégico. Probar que al concepto de K-espacio lo caracteriza
la implicacién siguiente:
UNnCer|CVCCX compacto=U €T

10.6  Apéndice’!

Recordemos la definicion de normalidad.

Definicién. Un espacio topoldgico X es normal si para cualquier par de subconjuntos cerrados y ajenos
de X existen sendas vecindades abiertas y ajenas.

Proposicién. Sea X cualquier espacio topoldgico; X es normal si, y sélo si, toda vez que un cerrado C
se halla contenido en un abierto U de X existe otro abierto V', que también contiene a C, tal que V C U.

Demostracion. =) Sea C cualquier cerrado en X y U cualquier abierto tal que C' C U; entonces X — U C
X — C; por lo tanto C' y X — U son cerrados ajenos de X. Debido a la normalidad, existen dos abiertos
ajenos V1 y V5 tales que

ccvi vy X-UCWh

En consecuencia
VicX-1CU

31Véase la nota a pie de pagina que siguié al enunciado del Lema de Urysohn en la clase del 10 de agosto de 1987.
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SVICX—Vy ~VACU

<) Sean A y B cerrados ajenos de X; entonces A C X — B que es abierto. Por lo tanto, existe un abierto V'
en X, que contiene a A, tal que V C X — B. Sea W = X — V; entonces, W es abierto, BC Wy VNW = @,
porque VCV =X —W.a

LEMA. Supongamos que para cierto espacio topoldgico X arbitrario se tiene definida una familia de
subconjuntos abiertos de X, (U,)p, donde D es un subconjunto denso de R, tal que

(i) UU=X, NnU =0
reD reD

(i) Us CUp, sis<r.

Para cada x € X sea
D()={reD:zelU,}

Entonces, definiendo f : X — R mediante
f(z) =inf D (x)

queda definida una funcién continua.

Demostracion. Primero veamos que f esta bien definida; para ello basta demostrar que para toda = € X,
D (z) es un subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente. Sea z € X; por (i) existe r € D tal que
x € Up; luego, r € D (z); .. D(x) # <. Supongamos, por otra parte, que D (z) no estubiese acotado
inferiormente. Sea r € D; entonces existe s € D () tal que s < r. Por (ii), tenemos

reUs; CU; CU,

srxeU.,VNreD

lo cual contradice el hecho de que ﬂD U, = @. Por lo tanto D (z) si estd acotado inferiormente y f estd bien
re

definida.
Para verificar la continuidad de f observemos que para cada r € D se tiene:

Lz € U = f(a)
2z ¢ U= f()

En efecto; (1) Debido a (ii), si € U, entonces = € Uy, Vs > r; por lo tanto

<r
>r

{peD:p>r} CD(z)
Entonces, debido a la densidad de D en R,
f)=infD(z)<inf{peD:p>r}=r
(2) Por otra parte, si z ¢ U, entonces = ¢ U,,Vs <r; por lo tanto s ¢ D (), si s <r.
D) C{peD:p>r}

“f(@)=infD(z) >inf{peD:p>r}=r

Fijemos ahora cualquier elemento zp en X. Como D es denso en R, la familia
Bfwy) = {lr,s] :r,s € Dy r < f(wo) < s}
es una base local de vecindades de f (29). Sea [r, s] € By(,,) cualquiera, y sea

U:Us_m
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Entonces U es abierto en X porque U = U; N (X —=U,); y @0 € U pues, debido a (2), si zo ¢ Us, entonces
f (z0) > s, lo que es falso; y, debido a (1), si zo € U,., entonces f (x) < r, lo que también es falso. Por lo

tanto
UeN?

Zo

Ademis, si x € U, entonces, debido a (1)
f(z) < s, porque x € U, C U,

y, debido a (2), o
f(z) >r, yaque z ¢ U, porque z ¢ U,

Por lo tanto
fU) Cr,s]

Esto prueba que f es continua en zg; y como este punto se escogio arbitrariamente en X, queda demostrada
la continuidad de f en todo X.a

LEMA DE URYSOHN. Cualesquiera dos subconjuntos cerrados y ajenos A y B de un espacio normal X estdn
completamente separados, i.e. existe una funcién continua f : X — I tal que f (4) C {0} y f(B) C {1}.

Demostracion. Sean A, B C X cerrados ajenos y sea Uy = X — B; entonces U; es abierto y A C U;. Como
X es normal podemos aplicar la proposicién anterior y asegurar que existe otro abierto Uy tal que A C Uy y
Uy C U;. Emplearemos este resultado como base para la construccién inductiva de una familia de abiertos
(Ur)p que satisfaga las condiciones del lema anterior.

Sea D = Q y numeremos los elementos de Q N I mediante cualquier sucesién {r, }; sin perder generalidad
podemos suponer que r; = 1y que r2 = 0.

Hipotesis de Induccidn: Sea

Qn = {7'1,7'2, "'7Tn}

y supongamos que para todo r; € @, se tiene definido un abierto U, en X de tal modo que
U,, C Uy, sir; <rp ...(K)

Ahora hay que definir U, ,,. Como para ry = 1 y para ro = 0 los abiertos correspondientes ya han
quedado definidos, podemos suponer que 0 # 7,41 # 1; entonces 7,11 tiene un predecesor inmediato y un
inmediato sucesor en @11, segin el orden usual. Sean r y s tales elementos, respectivamente; entonces
r < s,y como U, y U, ya estan definidos, podemos aplicar la hipétesis de induccién y asegurar que U, C Us.
Por la proposicién anterior, existe un abierto V tal que U, C V' y V C U,. Hacemos U, ., = V. Claramente
sigue verificindose ("H) para los elementos de Q11-

Esto prueba que para todo n € N puede definirse un abierto de X, U, , de modo que siempre se satisfaga
("W). Asi concluye la construccién por induccién en Q N 1.4 Para extenderla a todo Q definimos

a,sir<0
Ur: ,.
{X,s1r>1

n41

Claramente (i7) del lema vale ahora para todo par de nimeros racionales. También es claro que

UuUu,=X NnNU.=g
rEQT Y T‘GQT

Por lo tanto, se satisfacen las condiciones del lema. Adem4s, si
Q(z)={reQ:z€eU,}

entonces
0<infQ(z) <1

34Un diagrama de Venn de esta construccién hace ver que se trata de un rico encebollado (con tantas “capas” como
elementos en Q) cuyo corazén es A y cuya céscara exterior es X — B. Hagase el diagrama partiendo, por ejemplo, de

s 2 1 1 2 1 3 1 2 3 4
la sucesién {07 1, 3131324248557 5 }
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porque Q(z)NQ~ = & y porque sir € Q y r > 1, entonces r € Q(z),Vz € X. Por lo tanto, la regla

f (@) = inf Q(a)

define una funcién continua f : X — I. Mostraremos que f es la funcién deseada.
En efecto, si z € A, entonces x € U,.,Vr > 0; asi

Qz)=Q-Q y f(z)=0.
Por otra parte, si € B, entonces = ¢ U,,Vr < 1, asi que
Q@) ={reQlr>1} y f(z)=1

Por lo tanto
fac{op vy f(B)C{1}

como se queria demostrar.?6q

36Las contenciones propias, como ya se dijo, ocurren cuando A o B son vacios. Analicense estos casos.
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Categorias de Conexién

Noviembre 9 de 1987.

Definicién. Una categoria de conexién en topologia es una clase A de espacios topoldgicos que satisface
las condiciones siguientes:

(a) StA€e Ay f: A— B es continua y suprayectiva, entonces B € A.

(b) Ae A si|A| <L

(c) Si {A;}; es una familia de subespacios de un espacio X tal que

Vie JA;€A y .QJAHéQ

entonces U A; € A.
i€

Ejemplos: 1. La minima categoria de conexién es
A ={AeTop:|Al <1}

En efecto:

(a) Supongamos que A € A,,, y que f: A — B es continua y suprayectiva; si A = &, entonces B = &. Si
|A| = 1 entonces, debido a la suprayectividad de f, también |B| = 1. Por lo tanto, B € A,,.

(b) Es obvio: A € A,,, si |A] < 1.

(c) Sea X es un espacio topolégico y supongamos que {A;}; es una familia de subespacios de X tal que

Ai€Am ¥ ,QJAi7é®

Entonces {A;}, consta de un solo miembro, digamos A;,, con un solo elemento. Por consiguiente, iéJJ A; =
Aio S A_m
Esto prueba que A,, es una categoria de conexion; y es la mas chica, pues si A es cualquiera otra entonces,
por (b) de la definicién, A,, C A que es justo lo que se postula en ese inciso.a
2. La maxima categoria de conexién es
Ay =Top

(la clase de todos los espacios topoldgicos).

Definiciones. Sea X un conjunto arbitrario.

a) Una cadena en X es una sucesion finita Ay, ..., A, de subconjuntos de X tal quesin > 1y A; # &
p.a.1<i <mn,entonces 4; # &,Vi € {1,...,n} y ademds A; N A;y1 # &. Desde luego, los miembros de la
cadena se llaman eslabones.

b) Una familia encadenada de subconjuntos de X es una familia tal que si no es vacfa y algin miembro
suyo no es vacio, entonces los demas miembros tampoco lo son, y para dos elementos cualesquiera A y B
existe una cadena Ay, ..., A,, de elementos de la familia tal que A1 = Ay A, = B.

TEOREMA. Sea A una clase arbitraria de espacios topoldgicos; son equivalentes:

(a) A es de conexién.

(b) A satisface las condiciones siguientes:

(1)) SiA€e Ay f: A— B es continua y suprayectiva, entonces B € A.

(7i) A posee un miembro no vacio.

(7it) Si X es cualquier espacio topoldgico y F es una familia encadenada en X cuyos miembros
pertenecen a A, entonces UF € A.
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Demostracion. (a) = (b) Por (a) y (b) de la definicién se satisfacen las condiciones (i) y (ii). Sea F
cualquier familia encadenada en X . Si F = &, entonces UF = &; y como |&| = 0, entonces, por (b), UF € A.
Si F # @ y todos sus miembros son vacios!, entonces UF = @ € A. Veamos qué pasa cuando ningin
miembro de F es vacio y todos pertenecen a A. Sean, A € F y

Fa ={F € F | existe una cadena de A a F' con eslabones en F}

Como F estd encadenada, es claro que F4 = F. Ahora aplicaremos induccién para mostrar que la unién de
eslabones de cada cadena del tipo

Ay Ap €Fs Ay =A Ay =F

es miembro de A. En efecto, por definicién de cadena tenemos que A; N As # &, y como cada A; € A,
entonces, por (¢), Ay U Ay € A. Supongamos que Ay U---UA,_1 € A; como A,_1 N A, # &, entonces
(A;U---UA,_1)N A, # @; de modo que, también por (¢), (A; U---UA,_1)UA, € A. Como esto ocurre
para todo F' € Fyu, y como A es eslabén comiin de todas estas cadenas, entonces UF4 € A; . UF €A.

(b) = (a) Por (i), A satisface (a) de la definicién.

(b) Sea A € Top;si |A| =1, por (ii) existe B € A tal que B # &. Sea f : B — A la unica funcién definible;
entonces f es continua y suprayectiva (porque es constante). Por lo tanto, debido a (i), A € A. Por otra
parte, si |A| = 0, entonces A € A, pues si F es la familia vacia de subespacios de un espacio topoldgico X,
entonces F estd encadenada y, por (iii), UF € A, i.e. @ € A.

(c) Supongamos que {A;} ; es una familia de subespacios de X que son miembros de A y que ZQJ A £ @.

Obviamente {A;} ; estd encadenada; por (iii), .UJ A; € Aa
1€

Noviembre 11 de 1987.

Octava tanda de ejercicios: 1. Sea f : X — Y una funcién suprayectiva; probar que:

a) Si Ay, ..., A, es una cadena en X, entonces f (A1), ..., f (A,) es una cadena en Y.
b) Si F es una familia encadenada en X, entonces
{f(A):AeF}

es una familia encadenada en Y.

2. Sea X un conjunto arbitrario. Si Dy es la familia de los subconjuntos de X de cardinalidad 2, probar
que D es una familia encadenada en X.

3. Sea (4;); una familia encadenada en X; si para cada i € J es (4;;); una familia encadenada en A;,
probar que

{Aij:iEJ,jEJi}
es una familia encadenada en X.

Proposicion. Sea D, el espacio discreto de nimero cardinal 2, entonces Top es la unica categoria de
conexién que contiene a Ds.

Demostracion. Sea A cualquier categoria de conexidn tal que Dy € A. Si X es cualquier espacio topoldgico y
|X| < 1, entonces X € A. Supongamos que | X| > 1; sean, D la familia de subconjuntos de X de cardinalidad
2y A € Ds. Entonces existe f : Dy — A continua y suprayectiva; ... Dy C A. Pero, por el ejercicio 2, Dy estd
encadenada en X; luego, podemos aplicar la condicién (ii¢) del teorema anterior y asegurar que UDy € A.
Por lo tanto, X € A; . A =Top.a

TEOREMA. Sea (4,;); cualquier familia de categorias de conexién; entonces A =N A, es de conexién.
€

Demostracion. (a) Sea f : A — B cualquier funcién continua y suprayectiva con A € A; entonces A € A,,
Viel; .BeA;,Viel; . BeA.

(b) Si X es un espacio topoldgico tal que |X| <1, entonces X € 4;,,Vie I; . X € A.

(c) Sea (Aj), una familia de subconjuntos de X y supongamos que A; € A,Vj € J y que JQJ A; # o;

entonces A; € A4;,Vi € I; .‘.,UJ A e A, Viel; .‘.,UJ A; € A. Por lo tanto A es de conexién.q
J€ Jj€e

1S6lo hay dos casos: todos vacios 6 todos no vacios.
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COROLARIO. Sea B cualquier familia de espacios topoldgicos. Entonces existe la categoria de conexién
minima que contiene a B; es la categoria de conexién generada por B. La notacién que emplearemos
al referirnos a ella es [B].o

Ejemplo: [@] = Ay,.

Ejercicio: 4. Sea X un conjunto tal que |X| > 1; si F es una cubierta encadenada en X y

Fl={AeF:|A>1}

pruebe que F' también es una cubierta encadenada en X.

El resultado que sigue da una descripcién completa de la categoria de conexién generada por cualquier
familia de espacios topolégicos.

TEOREMA. Sea B cualquier familia de espacios topoldgicos;

a) Si B C A, entonces [B] = Ap,.

b) Si B LA, entonces [B] = A, UA', donde A’ es la familia de espacios topoldgicos que tengan una
cubierta encadenada cuyos elementos son imagenes continuas de elementos de B.

Demostracion. a) Como [B] es la interseccién de todas las categorias de conexién que contienen a B, si
A, contiene a B, entonces [B] C A,,. Pero A4,, es la minima categoria de conexién; luego [B] = Ay,.

b) Sea A" = A,,, UA'; entonces B C A", porque todo elemento de B que pertenece a A, pertenece,
obviamente, a A"; y si B € By B ¢ Ay, entonces {B} es una cubierta encadenada de B (toda cubierta
con un solo elemento estd encadenada) cuyo miembro es imagen continua de elementos de B (a saber, B
es imagen de B € B bajo 1 : B — B que es continua); luego B € A' C A". Por otro lado, A" C [B],
porque A,,, C [B] y si A € A', entonces A posee una cubierta encadenada (A4;); tal que cada A; es imagen
continua de algun elemento de B, lo cual implica que A; € [B],Vi € I; por (iii), A :igl A; € [B]. Por lo

tanto tenemos
BC A" C[B]

La prueba concluiria si demostraramos que A" es una categoria de conexién. Veamos que asi acontece.

(i) Sea f : A — X continua y suprayectiva, con A € A”. Si A € A,,, entonces X € A,,, CA". Si A ¢ A,
entonces A posee una cubierta encadenada (4;); tal que A; es imagen continua de elementos de B. Por el
ejercicio 1, f (A;); es una familia encadenada en X que, ademds, cubre a X porque

X=f()=y f4)

Entonces, X posee una cubierta encadenada cuyos miembros son iméagenes continuas de elementos de B, i.e.
X c AI g A”-

(i4) Los miembros no vacios de A,, son miembros no vacios de A”.

(i4i) Sean, X un espacio topoldgico arbitrario, (4;); una familia encadenada en X tal que A; € A",Vi € I
y X' =U A; (entonces (A;); es una cubierta de X'); hay que probar que X’ € A". Si |X'| < 1, entonces

1€

X' e A, CA". Si|X'| > 1, entonces, por el ejercicio 4,
{A4; |4 > 1},

también es una cubierta encadenada de X'. Por definicién de A’, cada A; de nimero cardinal mayor que 1
tiene una cubierta encadenada (4;;) 7, cuyos elementos son imdgenes continuas de elementos de B; por el
ejercicio 3,

{Aij :iEI,jEJi}

es una familia encadenada en X'; luego, X' posee una cubierta encadenada cuyos miembros son imédgenes
continuas de elementos de B, i.e. X' € A' C A".
Esto prueba que A" es de conexién, y el teorema queda demostrado.a

Noviembre 16 de 1987.

TEOREMA. Sea A una categoria de conexién arbitraria. Entonces, el producto topoldgico de un nimero
finito de elementos de A pertenece a A.
Demostracion. Sean A, B € A; por demostrar que A x B € A.
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Sea [A, B] la categoria de conexién generada por {A, B}; es claro que [4, B] C A. Sea
F={Ax{b}:be B}U{{a} xB:a€ A}.
F estd encadenada en A x B. En efecto, sean Fy, Fy € F cualesquiera; si
FF=Ax{b} y F={a}xB
entonces la cadena A; = F} y As = F5 enlaza los elementos que se tomaron porque

Ax{b}n{a} x B={(a,b)} # @

Si
F1:AX{b1} y FQZAX{bQ}

entonces fijamos a € A y hacemos As = {a} x B, de modo que si A; = F; y A3 = F», entonces Aj, Ay, A3
es una cadena de elementos de F que enlaza a F; con F5. Similarmente ocurre si se toman

Flz{al}xB y FQZ{(LQ}XB
Ademids, F es una cubierta de A x B ya que si (a,b) € A x B, entonces

(a,b) € {a} x B QQLEJA {a} x B

(I,beA DC[JA b

y como también se tienen los homeomorfismos

A M Ax{p B 8 {a}xB
a = (ab) T b = (ab)

entonces A X B es un espacio topoldgico que posee una cubierta encadenada cuyos miembros son imagenes
continuas de elementos de {A, B}; por el teorema anterior podemos concluir que A x B € [A, B]. Aplicando
induccién finita se llega a que el producto de un nimero finito de miembros de A pertenece a A, como se
queria probar.a

Proposicién. Sea I> el espacio indiscreto de nimero cardinal 2, entonces:

a) [I2] es la clase de todos los espacios indiscretos.

b) [@] C [I] y toda categoria distinta de [&] contiene a [I2].

Demostracion. (a) En esta parte basta considerar el caso en que |X| > 1. Supongamos entonces que X
es un espacio indiscreto con més de un punto. Se sabe que la familia D> de parejas de puntos de X es una
cubierta encadenada en X compuesta, en este caso, por subespacios indiscretos porque son inducidos por
el indiscreto X; en consecuencia son homeomorfos a Ir. O sea que X posee una cubierta encadenada cuyos
miembros son imagenes continuas de I»; aplicando el teorema de la clase anterior se tiene que X € [I5].

Reciprocamente, sea X € [I1]; se sabe que X posee una cubierta encadenada F cuyos miembros son
imagenes continuas de I»; si

F' ={FeF:|F|>1}

entonces, por el ejercicio 4, 7' también es una cubierta encadenada en X . Por ser F' imagen continua de I se
tiene que |F| < 2,VF € F; . |F| = 2,YF € F', i.e. los miembros de F’ son homeomorfos a I,. Supongamos
que existe un abierto no vacio U distinto de X; entonces debe haber dos puntos z1,zs € X tales que z1 € U
y x2 € X — U. Por lo tanto existen también,

Fl,F2 S .7:1.3..1‘1 S Fl,l‘z € Iy

y una cadena de elementos de F’
Ay, Ans Ay = F1, A, = Fy
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La concatenacién entre eslabones implica que hay uno de ellos, digamos A4;, tal que
ANU#£o v ANX-U)#0o
Pero entonces A; NU es un abierto relativo en A;, no vacio y distinto de A4; (V), lo cual es imposible porque

]
A; es un subespacio indiscreto de X. Por lo tanto, falso suponer que exista un abierto no vacio distinto de
X; por lo tanto, X es indiscreto.

(b) Se tiene que [&] C [Iz] porque [@] es la minima categoria de conexién y porque I € [Iz] pero I ¢ [@],
pues |I>| > 1. Supongamos ahora que A es cualquier categoria de conexién que contiene propiamente a [2];
entonces A — [@] # &. Sea X € A — [@]; entonces | X| > 1, por lo tanto existe f : X — Iy continua y
suprayectiva; .. Io € A; . [l2] C A.a

Noviembre 18 de 1987.

Con frecuencia suele creerse, sobre todo por los analistas, que el espacio de Sierpinski sélo sirve para
proporcionar un ejemplo que ilustra que tienen mayor fuerza las condiciones de separacion de los espacios
Ty con relacion a las de los espacios Ty. Sin embargo, es también con respecto a la conexidad que dicho
espacio guarda cierta interesante informacion. Obsérvese, por lo pronto, que, aparte la trivial conexidad
de espacios singulares e indiscretos, el espacio de Sierpinski es el mds chiquito de los espacios conexos no
triviales; esto hace sospechar que alguna relevancia ha de tener en el estudio de la conexidad la categoria
de conezion generada por él. Y la tiene, en efecto; hereda, por lo pronto, la no trivial minimalidad de su
generador quedando entre las categorias de conexidn como la mds pequenia (no trivial). Pero en este curso
no podemos ahondar mucho en esta cuestion y nos limitaremos solamente a una descripcion muy elemental
de dicha categoria.

Proposiciéon. Sea S el espacio de Sierpinski, entonces:

(a) Los miembros de [S] de numero cardinal mayor que 1 son los espacios topoldgicos que poseen una
cubierta encadenada cuyos elementos son homeomorfos a I 6 a S.

(b) [I2] C [S] y toda categoria de conexién que contenga propiamente a [I2] contiene a [S].

Demostracion. (a) Se sabe que los miembros de [S] de cardinalidad mayor que 1 son los espacios topoldgicos
X que poseen una cubierta encadenada F de imagenes continuas de S; estas imdgenes son: un punto, I y
S. Por el ejercicio 4,

F'={FeF:|F|l>1}

también es una cubierta encadenada de X. Por lo tanto, si el niimero cardinal de X es mayor que 1, entonces
X € [9] si, y s6lo si, X posee una cubierta encadenada cuyos elementos son homeomorfos a I 6 a S.

(b) Se tiene la contencién propia [&] C [S] porque [&] C [S] y porque S € [S] pero S ¢ [&]. Luego,
[S] # [@], de modo que, por (b) de la proposicién anterior, [I2] C [S]. Y como S no es indiscreto, entonces
[I2] C [S]. Por otra parte, si A es cualquier categoria de conexién que contiene propiamente a [I2], entonces
existen X € A — [I2] y un abierto U en X tales que @ # U # X. Sea f : X — Y la identificacién de U en
un punto y de X — U en otro punto?

Y
X-U —» _-
~—

entonces Y =2 S 6 Y =2 Dy, segiun que X — U no sea abierto en X 6 si lo sea. Si Y = D5, entonces D, es
imagen continua de X; luego, Dy € Ay A = Top = [D]; en tal caso, por lo tanto, [S] C A. Si YV = S,
entonces S € Ay [S]C Aa

Ejercicio: 5. a) Sea X un espacio topoldgico tal que X = U UV, y sean zg € U y yog € V tales que

{x07y}g57Vy€V y {l’,yo}ES,VﬁTEU

Probar que [X] = [S].
b) Sea X cualquier espacio topoldgico tal que |X| = 3. Probar que [X] es una de las siguientes: [I2], [D2],
[S]. [Sugerencia: Usar (a) para probar (b)].

2Véase el ejemplo (b) visto en clase “hace exactamente” dos afos.
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Noviembre 23 de 1987.

Definicién. Sean, X un espacio topoldgico y A una categoria de conexién, arbitrarios; si € X, entonces
la A-componente de x es la unién de todos los subconjuntos de X que contienen a x y pertenecen a A.
Se denotara por Cy ().

Proposicién. Cy4 (x) es el més grande de los subconjuntos de X que pertenecen a A y contienen a z.

Demostracién. Si consideramos
{AeA:2c ACX}

es obvio que
N{AeAd: 2 € ACX} # o

por lo tanto

U{AcAd:2c ACX}=Cu(z)e A

y, ademds, z € Cy4 (2).@

Ejemplos: 1. Si A = [@], entonces Cy (z) = {z}.

2. Si A = [D], entonces C4 (z) = X.

3.51 X € A, entonces C4 () = X. Reciprocamente, si en X hay s6lo una A-componente, entonces X € A.

Ejercicio: 6. Sea X un espacio topoldgico arbitrario. Probar que en X dos A-componentes coinciden 6 son
ajenas.

Ahora vamos a iniciar el estudio de algunas de las categorias de conexién mds importantes que hay.

Definiciones: a) Una divisién de un espacio X es una pareja (U, V) de subconjuntos abiertos de X
tal que

X=UuV y UnNnV=go

b) La divisién (X, @) se llama divisién trivial.

¢) Se dice que un espacio topolégico es conexo si la Unica divisién que tiene es la trivial.

Aunque este concepto es puramente topoldgico, no es debido a un topdlogo sino al algebrista francés
Camile Jordén.

TEOREMA. La clase C de los espacios conexos es la categoria de conexién mas grande después de [Ds].

Noviembre 25 de 1987.

Hay que probar que C es una categoria de conexién y que [D-] es la dnica categoria de conexién que no
estd contenida en C.

Demostracion. (a) Sea f : C — X una funcién continua y suprayectiva en la que C' € C' y sea (U,V)
cualquier divisién de X; entonces (f~1 (U), f~! (V) es una divisién de C' que, al ser conexo, s6lo admite la
divisién trivial. En consecuencia, y debido a la suprayectividad de f, también la divisién (U, V) es trivial, lo
que significa que X también es conexo, i.e. X € C.

(b) Si |X| <1y (U, V) es una divisién de X, entonces U = @ oV =g; . X € C.

(¢) Sea X un espacio topoldgico arbitrario y (4;); cualquier familia de subconjuntos conexos de X tal que

'ﬁJ A; # 3. Sea A :.UJ A; y (U, V) cualquier divisién de A; entonces (U N A;,V N A;) es una divisién de

1S 1€

A; que, debido a la conexidad, no puede ser de otro modo sino trivial. Sean, = € nJ A; eig € J; sin que se
1€

pierda generalidad podemos suponer que x € U N A4;,. En consecuencia, € U N A;,Vi € J. Por lo tanto,
UNA;#2yVNA =2,Vield

Luego, VNA=g; V=oyU=A4,ie. (UV)estrivialy A € C.
Esto prueba que C es de conexién. Sea, por otro lado, A cualquier categoria de conexién tal que A LC;
entonces existe X € A — C. Por lo tanto, X acepta una divisién no trivial (U, V). Sea

Dy

=
11 -

.
N



11. Categorias de Conexion 123

Entonces f es continua y suprayectiva; . D2 € A; -. A = [Ds].a

Para denotar a la componente de z respecto de la categoria de conexién C escribiremos C (z) en lugar de
Cc¢ (z) y hablaremos simplemente de la componente de z, sobreentendiendo que es respecto de C. Esto
concuerda con la nomenclatura tradicional de esta parte de la topologia y se debe a que C fue la primera
categoria de conexién con la que se trabajé inicialmente.

Noviembre 27 de 1987.

En lo que va hasta ahora hemos demostrado las siguientes contenciones propias:
@] C ] C[S] CcC[D]
Ejercicios: 7. Sea B una familia arbitraria de espacios topoldgicos. Si
K (B) ={A € Top: toda funcién continua f: A — B es constante, con B € B}

pruebe que K (B) es una categoria de conexidn. (Se llama categoria constante a la izquierda determinada
por B).
8. Pruebe: a) BC B' = K (B') C K (B)

b N K (B) =K (.u ﬁi)
el el

¢) Si A es una familia cualquiera de espacios topoldgicos, sea
B ={B € Top: toda funcién continua f : A — B es constante, con A € A}

Entonces K (B) es la minima constante a la izquierda que contiene a A.

9. Compruebe: a) [&] = K (Top)

b [B] = K (5)

¢) K (T1) es la minima categoria de conexién y constante a la izquierda que contiene a [S].

d) C = K (D).

TEOREMA. Sea B C Ti. Si X es cualquier espacio topolégico y A un subconjunto denso en X tal que
A € K (B), entonces X € K (B).

Demostracion. Sea f : X — B cualquier funcién continua, donde B € B. Entonces la funcién f | A: A — B
es continua y, por lo tanto, constante, pues A € K (B). Sea by el valor de f | A y Supongamos que para
algin z € X, f () = by y que b; # by. Dado que en todo espacio T7 cada punto es cerrado, tenemos

B—{bo} € Ng; . [ (B—{bo}) € N;

y como A es denso en X, entonces
ANfH(B-{b}) #2 V

Luego, falso suponer by # by; ... f (z) = by,Vz € X; -. X € K (B).a

COROLARIOL. Sea B C T;. Si X es cualquier espacio topolégico y A un subconjunto de X que pertenece
a K (B)ytal que AC D C A, entonces D € K (B).

Demostracidn. Se sabe que A es denso en A; en consecuencia, también es denso en D y, por el teorema
anterior, D € K (B).q

COROLARIO2. Sea B C T;. En cualquier espacio topoldgico X, las K (B)-componentes son cerradas.

Demostracion. Sea A una K (B)-componente de X . Si z € A, entonces A es el maximo elemento de K (B)
que contiene a x porque es precisamente su K (B)-componente. Perox € A= r € Ay A € K (B) porque A
es denso en A (y por el teorema). Luego, A C A, lo que significa que A es cerrada, como se querfa demostrar.q

Ejercicio: 10. Sea B una familia arbitraria de espacios topolégicos. Pruebe:

(a) Si

B'={BeB:|Bl>1}

entonces K (B') = K (B).

(b) Si existe B € B con dos puntos by y by tales que el subespacio

{b1,02} =2 I,
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entonces K (B) = [2].

TEOREMA. Sean, B una familia arbitraria de espacios topolégicos y (Xy), una familia no vacia de espacios
topolégicos no vacios. Son equivalentes:

(a) X, € K(B),YA€eA

(b) I1 Xx € K(B)
AEA
Demostracion. (a) = (b) Por el ejercicio 10 (a) podemos restringirnos a trabajar sélo con los miembros

de B cuyo ndmero cardinal sea mayor que 1 (en caso, desde luego, de que tales miembros existan). Sea
f ;H X, > Be€eB
AEA
cualquier funcién continua. Hay que probar que f es constante. Sean
(Aafl) ) (Aan) EH X}\
AEA

Qué pasaria si f (A, f1) # f (A, f2)? Para empezar
{f (Aafl) 7f (A7f2)} % I2

pues, por (b) del ejercicio 10, lo contrario implicaria que K (B) = [@]; entonces | Xy| = 1,V\ € A y, por lo

T30 =1 () = A f o f ) = (A £2)
c o
Veamos que tampoco puede ocurrir

{f (Aafl)vf(Aan)} =S ni {f(Aafl)vf(Avf2)} %D2

En efecto, para ambos casos al menos un punto posee una vecindad abierta en B que no contiene al otro.
Supongamos que es f (A, f2) este punto y que V es la vecindad en cuestién. Debido a la continuidad de f
existe una vecindad béasica U de (A, f2) tal que f (U) C V; como sabemos, la forma tipica de esta vecindad
bésica es

tanto, también

U=P (Ux)NP (Ux,)N---NP " (Un,)

donde cada Uy, es un abierto en Xy, y fo (Ai) = Py, (A, f2) € Uy,.

Por otra parte, si Ao es un elemento fijo en A y también se fija (A, fo) € [[ X, entonces se tiene una
AEA
inmersién de
X)\o — H X)‘
AEA
Troy (Aa fzxo )

en la que
fo(N), st A # Xo

Trg, SIA = Ao

s 0 = {

Restringiendo el codominio de esta inmersiéon podemos obtener una funcién continua y suprayectiva de

X)\O — {(A’fﬂhg) 1Ty, € XAO}

Entonces
{(Aafzxo) 1Ty, € X)\o} € K(E)

pues, por hipétesis, X, € K (B) y K (B) es de conexién.
Fijemos A\ € Ay (A, f1) € [[ X\. Siguiendo la idea anterior, hagamos

AEA
E, = {(A,fml) txy, € Xy, )

Aqui la coordenada xy, es arbitraria en Xy, ; las demads son fijas, (son las de (A, f1)). La aplicacién

Tr (A7 kal)
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determina un homeomorfismo de X, 2 F;. Ahora fijemos Ay € Ay (A, g2) € [[ X, donde
XEA
f2()\),Si)\:A1
A) = .
g2 () { fiN),siA£ N

y hagamos
E, = {(AaszQ) 1Ty, € X/\Z}

donde

g2 (A), st A # Ag
:17)\2,Si>\:>\2

e ={

También en este caso obtenemos que Xy, = E,. Obsérvese ademads que (A, g2) € E1 N Ey; . By N Ey # @.
Similarmente, fijemos A3 € Ay (A, g3) € [[ X\, donde

AEA
fQ ()\) N siA= )\1,)\2

g“MZ{AQLﬁA¢MA2

y hagamos
By = {(A, fry,) 122 € X}

Entonces, X, £ Esy (A,93) € ExN E3; . EsNE3 # 2.

Continuando este procedimiento llegamos a fijar A,—1 € Ay (A, gn—1) € [[ X2, donde
AEA
f2 (A) ) si A= )\1,/\2, "'7An72
n— A) = .
g 1( ) {fl (A),SIA#Al,AQ’_“’)\n_2

y hacemos

Eno={(Afer, ) iorn s €%,

Finalmente, fijando A, € Ay (A, gn) € [[ X2, donde
XEA
9 (A) = {f2 (N, S? A=A, A2, 005 An1
f1 ()\) , S1 A 75 )\1,)\2, ---7>\n—1

hacemos
By = {(A’fwxn) 1T, € XAn}
Entonces, X, 2 E, y E,—1 N E, # & porque (A, g,) € Epn_1 N E,.
Ahora bién, aplicando la hipdtesis, cada uno de los homeomorfismos anteriores implica que el conjunto
E; correspondiente es miembro de la categoria K (B); en consecuencia, cada restriccién f | E; es constante

(porque es continua). Ademds, como acabamos de ver, estos conjuntos forman una cadena en [[ X); por
AEA

lo tanto, .Lrjl E; € K (B). Entonces f es constante en esta unién, y como (A.f;) € Eq, entonces el valor de
]:

esta constante es f (A, f1). Por ultimo, obsérvese que si hubiese un punto z € E, NU, entonces el valor de z
bajo f coincidiria forzosamente con f (A, f1), lo cual entraria en contradiccién con el hecho de que

fWU)Cv(CB-{f(A, f1)})
Miren que un punto como ese es z = (A, g), donde

f2 ()\) N si A= >\17>\2:---7>\n

MM:{ﬁO%ﬁA#MAwwM
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por lo que la contradiccién efectivamente se tiene. Por lo tanto, falso suponer f (A, f1) # f (A, f2); por lo

tanto, f es constante y [[ X\ € K (B).
XEA

(b) = (a) Como K (B) es de conexién y cada A-proyeccién Py : [ X\ — X es continua y suprayectiva,
AEA
si [] Xx € K (B), entonces cada X € K (B), como se quiere probar.q

AEA

Diciembre 4 de 1987.

En la parte que sigue I denotard, como en otras ocasiones, al intervalo cerrado [0, 1] con la topologia usual.

Proposicién. I € C.

Demostracion. Sea (U, V) una divisién arbitraria de I. Entonces {U,V} es una cubierta abierta de I; sin
perder generalidad podemos suponer que 0 € U. Entonces existe € > 0 tal que

[0,e]CU
Vamos a ver hasta donde puede crecer €. Sea
A={tel:[0,t]CcU}

Entonces € € A. Sea s = sup A4; entonces ¢ < s < 1. Supongamos que s € V; entonces existe un intervalo
abierto (z1,z2) tal que
s € (z1,22) CV

Entonces 1 < s; por lo tanto, existe a € A tal que x; < a < s. Pero entonces

UNV D (z1,al #2 V

Luego, falso suponer que s € V; . s € U. Supongamos ahora que s < 1; entonces existe 6 > 0 tal que
(s—0,s+0d)CU

Entonces 5
[0,t] C U,Vt e [s,s + 5]

lo cual contradice el hecho de que s = sup A. Por lo tanto, s = 1 y, en consecuencia, V =@ y U = I. Por lo
tanto I es conexo, como se queria probar.a

Definicién. Un espacio topolégico X es conectable por trayectorias (c.p.t.)® si para todo par de
puntos zg,z; € X existe una funcién continua f : I — X tal que f(0) =x0y f(1) =z1. A f se la llama
trayectoria en X de origen xg y extremo x;.

TEOREMA. [I] es la clase de los espacios c.p.t.

Demostracion. 12 Todo espacio c.p.t. pertenece a [I].

Sea X cualquier espacio c.p.t. y sea xp cualquier punto fijo en X. Si F es la familia de imédgenes de
trayectorias en X de origen zg, entonces F es una cubierta encadenada en X cuyos elementos son imagenes
continuas de I; . X € [I].

Diciembre 7 de 1987.

2° Todo miembro de [I] es c.p.t.

Sea X € [I] y sean zg,z; € X. Se sabe que X posee una cubierta encadenada F cuyos miembros son
imagenes continuas de I. Sean A, B € F tales que g € Ay 21 € B, y sea Ay, ..., A, una cadena de elementos
de F tal que A; = Ay A,, = B. Como cada eslab6n es imagen continua de I, existen n funciones f; : I — X
tales que

fj (I) = A],Vj € {1727 7n}

3 Recomendacién del autor: No confundir con “contador piblico titulado”..
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De este modo, A; = f; (I);
swo = fi(ar),pa.a €1

Y siy; € A; N As, entonces
y1=f1i(b1),pa. by €1

Pero Ay = fo (I); entonces también
y1 = fa(a2), pa.as €1

Y siys € Ay N Az, entonces

y2=fa(b2),pa.bo €l 'y yo=f3(az),p.a.a3€l
Continuando con este proceso tenemos para y, 1 € A,_1 N A, que

Yn—1 = fn—l (bn—l) , p-a. bp_1 €1 Yy Yp—1 = fn (an) ,p-a.a, €1

Finalmente,
z1 = fn(by), p-a. by €1

Ahora dividamos a I en n partes iguales y definamos f del modo que sigue:

fily (t),sit € [0,1], donde ¢; aplica linealmente a [0,1] en [ay,b;]
f2£2 (t),SltE [la n?] en [a27b2]
fals (t),site€ [%, |, donde ¢; aplica linealmente a |2, 2] en [as, bs]

Froilnoi (8),sit €[22, 2=1] donde [2=2,2-1] fog1 [@n—1,bn_1] es lineal

Faln (t),sit € [2=1 1], donde £, aplica linealmente a [2=L,1] en [an, b]

Examinemos lo que ocurre en ¢t = %:

f <%> = fita <%> = fi (b)) =y1 = f2(a2) = folo (%) =f (%)

e igual ocurre en los otros puntos en comin. Por lo tanto, f estd bien definida. También es continua porque

1 1 2 n—1
sl il 15 ))
n n’'n n
es una cubierta cerrada finita de I en cada uno de cuyos intervalos la correspondiente restricciéon de f es

continua. Esto prueba que f es una trayectoria de g a z1. Por lo tanto, X es c.p.t.a

Miércoles 9 de diciembre de 1987.

Ejemplos de espacios c.p.t. 1. Todo espacio euclidiano es c.p.t.
Sea E™ cualquier espacio euclidiano. Si

r = (21,22, Tn) ¥ = (Y1,Y2, -y Yn) € E*

sea f: I — E" la funcién
f)y=Q0-tz+ty

f es continua porque lo son sus proyecciones

Pif(t)=(1—t)x; +ty;

Ademads

fO =2 y f()=y

i.e. f es una trayectoria de = a y.
2. Los subconjuntos de [E que son c.p.t. son los intervalos.
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a) Todo intervalo es c.p.t.
Sea J cualquier intervalo; si a,b € J, sea f: I — J la funcién

FO) =1—t)a+t

Entonces f es una trayectoria de a a b.
b) Sea J cualquier subconjunto c.p.t. de E. Entonces para cualesquiera a,b € J existe una trayectoria
f:I— Jdeaab Seat €€ tal quea <t <b;sit¢.J,entonces una divisién no trivial de J la dan

U={zeE:z<t}nJ y V={zeE:z>t}nJ

lo cual es absurdo, pues .J es conexo*. En consecuencia, .J es tal que para cualesquiera a,b € J resulta que
[a,b] C J. Por lo tanto, J es un intervalo (todo subconjunto de E con esta propiedad es un intervalo).
TEOREMA. Sea (X,), una familia no vacia de espacios topolégicos no vacios. Son equivalentes:
(a) Xy es c.p.t.,,VAE A

(b) TI X es c.p.t.
AEA
Demostracion. (a) = (b) Sean (A, f1), (A, f2) € [[ Xa; por (a), para cada A € A existe una trayectoria
AEA
fr: I —= Xyde fi(A)a fo(N). Porla propiedad universal del producto topolégico existe una funcién continua

f:I—T] X tal que P\f = f),YX € A. Entonces
XEA

i.e. f es una trayectoria de (A, f1) a (A, f2).
(b) = (a) Px:J] X — X es continua y suprayectiva. Por (b), [[ Xx € [I]; . X € [I].a
AEA AEA

Diciembre 11 de 1987.

Antes de iniciar la prueba del teorema que sigue es conveniente recordar que C es una categoria constante
a la izquierda; para ser mds precisos: C = K (Ds), [ejercicio 9(d)]. Y hay que observar también que Dy € T,
de manera que puede aplicarse el resultado del primer teorema visto en la clase del dia 27 a cualquier espacio
que contenga un subespacio denso y conexo.

TEOREMA. [I] C C.

Demostracion. Como ya sabemos, I € C; por lo tanto, [I] C C. Para probar que la contencién es propia,
es preciso exhibir un espacio conexo que no sea c.p.t. Sea

X = {(m,sen%) R :0<z< 1}u{(o,o>}

La funcién
0,1 & x

t  — (t;seny)

es continua. En consecuencia, su imagen

1
{(ar,sen—) e R? :0<x§1}
x

es un espacio c.p.t. y por lo tanto conexo. También es densa en X, (su complemento es un punto de su
cerradura). Por el teorema mencionado arriba se sigue que X € C. Se puede probar que X ¢ [I]. Nétese que
esto implica que [I] no es constante a la izquierda porque de ser asi, el teorema mencionado implicaria
que X € [I], lo que es falso.q

4, Por qué?
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11.1 Conexidad Local

En la parte que sigue, siempre que se diga que tal o cual espacio es “A-conexo” se deberd entender (simple-
mente) que el susodicho espacio es miembro de A.

Definicién. Sea A cualquier categoria de conexién. Un espacio topoldgico X es localmente A-conexo
si cada uno de sus puntos posee una base local de vecindades abiertas y A-conexas.

Ejemplos: 1. Todo espacio discreto es localmente A-conexo cualquiera que sea A.

En efecto, si X es discreto y € X, entonces {{z}} es una base local en = de “vecindades” abiertas y
A-conexas, porque {z} € A cualquiera que sea A.

2. Todo espacio indiscreto es localmente A-conexo si A # [2].

Sea X un espacio indiscreto; entonces X € A, porque A # [&]. Por lo tanto, {X}, la tnica base local de
cualquier z € X, tiene una sola vecindad A-conexa y abierta.

3. Todo espacio euclidiano es localmente A-conexo si A D [I].

Sea z € E"; una base local de x es

{D. (z) : e > 0}

cuyos miembros son claramente abiertos y c.p.t., por lo tanto A-conexos, si A D [I].
Enero 6 de 1988.

TEOREMA. Sea X cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:

(a) X es localmente A-conexo.

(b) Si U es abierto en X, entonces las A-componentes del subespacio U son conjuntos abiertos de X.

Demostracion. (a) = (b) Sea U abierto en X; si A es una A-componente de U, sea a € A. Entonces
U € Ng; por (a), existe Ve N2 tal que V C U y V € A. Entonces V C A, porque A es el A-conexo méximo
que contiene a a. Esto prueba que A es abierta.

(b) = (a) Seax € X y U € N2; por (b), la A-componente de = en U estd en N2. Luego, X es localmente
A-conexo.aq

COROLARIO. Sea p : X — Y un cociente arbitrario. Si X es localmente A-conexo, entonces Y también lo
es.

Demostracién. Sea V abierto en Y; entonces p~! (V) es abierto en X y, por (b) del teorema, toda A-
componente de p~! (V) es abierta en X. Sea B cualquier A-componente de V' y escojamos un punto b € B
arbitrario. Si A es la A-componente de p~! (V) en la que se haya p~! (b), entonces

p(A)NB # @

Pero p (A) € A, porque p es continua; luego, no hay més remedio que aceptar que p (4) C B. Como p es un
cociente, p (A) € N. Por lo tanto, B es abierta en Y y Y localmente A-conexo.a

Enero 11 de 1988.

A continuacion un resumen referente a los resultados de conezidad relacionados con el producto topoldgico.

1. Para cualquier categoria de conexién A, el producto topoldgico de un nimero finito de espacios
topoldgicos es A-conexo si, y sélo si, cada factor es A-conexo. (16 | zi | 87)

2. Si A es constante a la izquierda, entonces el producto topolégico de cualquier familia (finita 6 infinita)
es A-conexo si, y sélo si, cada factor es A-conexo. (27 | zi | 87)

3. Si A es la categoria de los espacios c.p.t., entonces el producto topolégico de cualquier familia no vacia
de espacios no vacios es A-conexo si, y solo si, cada factor es A-conexo. (9 | zii | 87)

TEOREMA. Si (X)), es una familia no vacia de espacios topolégicos no vacios tal que [[ X es localmente
XeA
A-conexo; entonces cada factor X es localmente A-conexo y todos, salvo un niimero finito, son A-conexos.
Demostracion. Por hipdtesis [ X, es localmente A-conexo. Cada A-proyeccién es un cociente, por ser
XeA
cada una una funcién abierta®. Aplicando el resultado del corolario anterior resulta que cada X es localmente

%Véase el inciso (b) de la proposicién del 9 de septiembre de 1985.
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A-conexo. Si ahora tomamos (A, f) € [] X, arbitrario, entonces existe una vecindad abierta U de (A, f)
XeA
que es A-conexa; esta vecindad contiene a su vez una vecindad bésica de la forma

U,\1XU,\2X---><U)‘HX H X
AFEAL, A,

En consecuencia, si A # Aq, ..., A, se tiene

Xy=P (U, xUs, x---xUyx  [[ Xa] CPU)CXy
AZAL o An

i.e. P\ (U) = X,. Por lo tanto, X es A-conexo si A # A1, ..., \n.a
Enero 18 de 1988.

TEOREMA. Sea A una categoria de conexién tal que cualquier familia de espacios A-conexos tiene producto
topolégico A-conexo, (v.gr. cuando A es constante a la izquierda 6 cuando A es la categoria de los espacios
c.p.t.). Sea (X)), una familia no vacia (finita 6 infinita) de espacios topolégicos no vacios, localmente A-

conexos y tal que todos, excepto un nimero finito, son A-conexos. Entonces [] Xy es localmente A-conexo.
XeA
Demostracion. Sean, (A, f) cualquier punto de [] X, U una vecindad de (A, f) y
AEA

U)‘1XU)‘2X---XU)‘HX H X,\QU
AFEAL A,

una vecindad basica de (A, f). Como, a excepcién de un ndmero finito, casi todos los miembros de (Xy),
son A-conexos, podemos suponer que Xy € A, si A # Aq,..., A,. Pero ademds todos, sin excepcién, son
localmente A-conexos; en consecuencia, cada Uy, puede escogerse A-conexo en N}’( A Finalmente, como A
es una categoria cerrada bajo la formacién de productos topoldgicos, tenemos que

U,\1XU,\2X---><U)‘HX H X, eA

Por lo tanto, ] Xy es localmente A-conexo.q®
AEA
Un recuento de la jerarquia inducida por la contencion en las categorias de conexion que hasta aqui

consideramos pone fin a esta parte.

(o] ClBL]C[S]c K (Th) [I]cCC[Dy]

6Confronte estos dos tltimos teoremas con el teorema visto en la clase del 24 de agosto.



